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PREFACIO. 


La presente obra es una exposición ampliada dol curso de con+ 
farencias dictadas por el autor durante varias años anto los estudion- 
tes del Instituto físico-técnico de Moscú. Está destinada para los 
estudiantes que dominan las bases del Análisis matomático, Algebra 
y Tooría de ecuaciones diferenciales ordinarias dentro de los Jímites 
del programa universitario. Toda la información ind'spensahlo ostá 
contenida, por ejemplo, en los líbros siguientes: «Curso del Análisis 
matemático», vols, 1, 2, por S. M. Nikólskt, «Fundamentos de Alge- 
bra línoal» por A. 7. Alálisec, «Ecuaciones diferencialos corriontos» 
por L. S. Pontryágutn. 

La disposición del material en el libro se arregla a los tipos prin- 
cipales do ecuaciones, a excepción dol capítulo 1 en el quo se conste 
deran problemas generales de las ecuaciones en derivadas parciales, 
El papol central en el libro lo desempeña el capítulo 1V, que es el 
más voluminoso, en ol cual se estudian ecuaciones elípticas. Ln los 
capítulos V y VÍ se oxaminan ecuaciones hiporbólicas y parabólicas. 

El método que emplea el sutor para estudias los problemas de 
contorno (y, en parto, el problema de Cauchy) se apoya en el con- 
cepto de la Solución generalizada lo que permito abordar las ocuacio: 
es con coeficientes variables de una manera tan soncilla como al 
operar con las ecuaciones más simples, a saber, las ecuaciones do 
Poíeson, de onda y do conducción de calor. Analizando las cuestiones 
de oxisiencia y unicidad de soluciones de los principales problemas 
de contorno, el autor dedica gran atención a los métodos aproxima- 
dos para la resolución do los problemas citados: al método de Ritz 
y al de Galérkin, en ol caso de ccua- 
ciones hiperbólicas y parabólicas. 

Los conocimientos nocosarios sobre los espacios funcionales, en 
portícular, el teorema de inmersión de S. L. Sóbolev. se dan en 
capítulo TIL. No se suponía familiorizar al lector con los apartad 
correspondientos de la Teoría de funciones y del Análisis funcion: 
estos problemas está dedicado el capítolo 11 do caráctor auxil 

En cada capítulo, salvo en el 11, se ofrecen problemas. Buena 
parte de éstos tiene por objeto profundizar y ampliar el contenido 
expuesto en el correspondiento capítulo; con el mismo fin se dan las 
lístas do literatura adicional. Pora los ejorcicios se recomiendan: 
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«Problemas de las ccvaciones de física matemáticas por V. S. Vlad 
mmirov, «Problemas do la física matemática» por B. M. Budak, 
A. A. Samarski, A. N. Tíjonov y «Problemas y ejercicios de la física 
matemáticas por M. M. Smimoy. 

En conclusión, el autor expresa su más profunda gratitud a 
V. S. Vladímirov que ha revelado enorme interés liacia este libro, 
y también a T. 1. Zelenjak, 1. A. Kiprijánov, S. L. Sóbolev que estu 
¿iaron ol manuscrito y hicieron una serie de observaciones valiosas. 
Un agradecimiento lal ol autor expresa a sus camaradas 
A. K. Guschin y L. A. Muravéji cuya cooperación fructífera contri- 
buyó muchísimo a teforzar el carácter práctico de esto libro. 





Julio de 1978 
Y. Mijátloy 


CAPITULO 1. INTRODUCCION. CLASIPICACION 
DE ECUACIONES. PLANTEAMIENTO 
DE ALGUNOS PROBLEMAS 


Introducción 


Llamamos ocuaciones diferenciales aquellas cuyas incógnitas son 
funciones do una o varias variables, con la particularidad do quo en 
dichas ecuaciones figuran no sólo las propias funciones sino tamblés 
sus derivados. Si las incógnitas son funcionos de much: 
(al menos dos), las ecuaciones se donominan ecuaciones en derivadas 
parciales. En lo sucesivo trataremos precisamente de ecuaciones de esto 
tipo y vamos a cousidorar sólo una ccuación en derivadas parciales 
con una función incógnita. 

Una ecuación en derivadas parciales de una función incógnita u 
de n variablos 2, -» -. za 30 denomina ecuación do N-éximo orden 
sí contiene siquiera una derivada de orden Y y no contiene deriva 
de orden superior a 1, es decir, la ecuación: 














A A IA 
A w 


La ecuación (1) so llama lineal, sí 0D, siendo función de las varia- 
blos u, 22, + -a Ley 08 linoal. En lo sucesivo consideraremos una 


ecuación lineal de sógundo orden, esto es, una ecuación de tipo 





Y 0 ir 
a a 


): Las funciones ay (2), lJ=b,.... 0 
bdo. (2) se denominan coeficientes de la' ecuación 
¡al función (2) término independiente, 

ignemos con A, un espacio euclídeo n-dimensional y aupon- 
gumos que 2 = (25, - - .. 2a) es un punto de Ra, |2 | =(23 +. 
. + + 24)%, Como siempre, por dominio en Ra o dominio n-dimen: 
úsional entendemos un conjunto abierto y conexo (no vacío) de puntos 
portenecientes a Zt,. En lo sucesivo aceptaremos quo dichos dominios 
son acotados, siempre que no se especifique lo contrario. 
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Sea Q un dominio redimenslonal. Un conjunto E= Q se deno- 
ina estrictamente interior respecto de Q, E E Q, si EG Q, donde É 
en ua abrace el setido de a dsianci en Ra dl co 
junto Es 

Dosignemos con C* (Q) el conjunto de todas las funciones que 
tionen en Q derivadas parciales continwas de un orden hasta K inclu- 
sivo (os cierto número entero no negativo) y con C* (2), el subcon- 
Junto de este conjunto compuesto por todas las funciones cuyas deri- 
vadas parciales hasta el k-ésimo orden son todas continuas en. %. Para 
105 conjuntos C* (0) y C*(Q) de funciones continvas en Q y, confor- 
memento, en 4 omplearemos también las designaciones C (0) y 
C, El conjunto de todas las funciones que vecen a todos los. 
Ordes lo designamos por 0 (9), es decir, Cu (0) = 
=p 0 (0). El conjunto de todas las funciones pertonccientes a 
todos los C* (0), k =D, 4. . .., lo designamos por C= (0), os decir, 
0-1, 00. 

La función f (z) se Mama terminal en Q, si existo un subdominio 
UE tal que (a) =0 en QQ Desígnemos con 6* (Q) el con- 
junto de todas las funciones terminales de C* (Q) y con C= (0), la 
intorscción (1,Ó* (Q) de todos estos conjuntos. 

Son as == (A, ++ %,) un vector de coordenadas entoras no nega- 
tivas, y o Ya | la suma 0 +... han [a] 
=01+0.> Eon: Si la función 142) CO*(0), entonces la dori- 
vada porcial. E se designará con frecuencia, para abre- 


Aviar, por el símbolo Da]. Para las derivadas de primero y segundo 
órdenes emplearemos también las designaciones fe feay. El gra 
dionto Una <> <v fo) de la función / €C*(0) serk designado me- 
diante v/ (a. 

"Por superficio cerrada. S de (n — 1) dimensiones entenderemos 
vna supertico (2 — 1)dimensional dela clase C* (para cierto k > 1), 
sega, cda y sn Tm, el, ma sort cx acta 

rerrada (S = 3) que pertenece a R, y que poseo lo siguiente pro: 
Pa sed punto LES ect Sn gutorno (ordimonsional) 
De y vns fanción Pe (o). gos, polera 4 0 (0) y paraa cu e 
cumplo la destualdad Wi (2) 0, tales. que el coito $) 
Ki Ue so describo por la senación Ps (2) =Ú, es decir, que todos los 
























+) A vecos so emplea tarbién el término selausuras (N. del T.) 
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puntos del conjunto S (1 Use satisfacen la ecuación Pa (2) =0 y 
Cualquier punto en. Us poten a, lempro que satisfaga la sena» 
ción Par (2) = 0. 

El contorno del dominio Q lo designaremos con 90. En adelante 
aupondromos, siempre que no se diga lo contrario, que los contornos 
do los dominios en considoración están compuestos de un número 
finito de saporficies cerradas (n — 1)-dimensionalos (do la clase CY) 
y, us stas sapetco no so interc. Mediante | Q | desgnaremos 
ol volumen de 

Observamos que si la superficio cerrada S do (n — 1) dimensio- 
"nes perteneco a la clase C*, para todo punto * do S oxiste un entorno 
U;s tan pequeño que la intersección S () Uso so proyecta unívoca» 
onto sobre cierto dominio Das (a — 1)-Aimensional, con el límite 
do la clase C*, y oste dominio Se encuentra en uno de los 
coordenadas, 08 docir, so decribe, para cierto l, £=4, 
la canción y == Que (po 00 <a Zo Zi 0 





















EN + 3u) E Das y que, además, pe EC* (Das). La intersección 
SH Óx so Mamará trazo simple (o trazo) de la supertioio S. 
Dado quo $ es acotada y cerrada, entoncos del cubrimiento 


0: + € 3) do 1a muperticio $ so puedo olagis un suboubrimiento 
infto. Llamaremos cubrimiento de la superficie S con trozos simples 
la totalidad de trozos simplos Sy, . -., Sy que corresponden a tal 
cubrimiento finito. 

Por superficie (1 — 1)-dimensional S do claso C*, > 1, enton- 
diremos una suporficio conexa que puedo sor cubierta con un número 
finito de dominios (n-dimensionales) U,, £ = 1, - .... Y, de manera 
tal que cada uno de los conjuntos S¿=S 0 Up 1=1,... N 
so proyecto univocamente sobre, cierto dominio (n — 1)-dimenslonal 
Di con contorno de la elaso C*, encontrándose éste cn uno do los 
planos do coordonadas, os decir, para ciorto p =p (D, pos A, ++. 
151 8 dscido cada conjuia por la nación Spee (+ 

Macas Sos 0 da lo | +0 Epias Spáas «> IED Y QU 
lomás, py EC* (Dp. Llamaremos cubrimiento de la superfície S 
con trozos simples la totalidad de supeeficios S,, o sca, do trozos sim- 
pros de la superficie 5 que corresponden al cubrimiento D., --, Dir 

o ésta, En lo sucesivo por suporficio de (n — 1) dimensionte enten- 
gesomon una supeficio (n — 1)dimensional del clase C paa cierto 

Designomos con Q*, $ >0, la unión do bolas (|x — "1 <8) 
¡uo os dominio respecto atodos 092% €0:0 = Y (12 PI < 


<8) 050. Modianto Qs, 8>0, desiguaremos un conjunto 
constituido por todos aquellos puntos del dominio Q quo distan del 
contorno 9Q a una magnitud mayor que $; O, E Q; cuando $ >0 
es suficientemente pequeño, O, será un dominio. Vamos a mostrar 
«que para cualquior 8 >0, suficientemente pequeño, existo una fun= 
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ción £a (2), indefinidamente diferenciable en R,, que es igual a 1 en 
ls y a O fuero de Qayy. La función te (2) =e Namorá en adelante 
inción S-cortante o. simplemente, función cortante) para el domintoQ. 
Antes de construir la fonción Za (2), introduzcamos el importante 
concepto del núcleo de mediación. 

Sea 0, (() la función de um variable M(— 00 <1t<-+ 00%) 
Supongamos quo esta función es indefinidamente diferenciable, par, 
no negativa y que se anula cuando |£ | >1, además, pora cila es 
válida lo igualdad 


Í afzpds= | adzh dr (5 














A título de oy (t) se puede tomar, por ejemplo, la función 


1 Tr, 
aa ( HO ta, 
% > 
“donde la constante Ca está elegida de tal manera que so cumpla 
la condición (3). Sea A número positivo arbitrario. La función 
A) 

leva el nombro de núcleo de mediación (de radio »). Es ovidente que 
el núcleo de mediación w (| z [) posee las siguientes propiedades: 

4) Os((zDEC"(R), on(2)>0 en Ra, 

D) 0 ([x]) 220 para [x|>A, 


9 [tantes 


a: micas e fs <= do Lo 1990, y pun tod 


los EA, 
[Dadas calme, 
dondo C, es cierto constante positiva no depende de h. 
lA 01) 2 ] un nácion de mediación erhitarlo. Se pusda cómpro- 





hor inmediatamente que, siendo $ >0 suficientemente pequeño, la 
fonción 


al AY ce (lz—y dy 


«9 Soriano para el domialo Q y en Ma stisfac las desigualdades 
0<u()< 
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$ 1. Problema de Cavchyo 
Teorema de Kovalevskaya 





1, Planteamiento del problema de Cauchy. Examinemos en un 
dominio Q dal espacio n-dimensional Xa (el dominio no tiene. que 
ser obligatoriamente acotado, en particular, puedo colncidir con 
todo ol £,) una ecuación difercocial lineal do Segundo orden 


Zum E, eta, + $ 


En esto caso, consideraremos que los coeficientes y el término 
independiente son funciones de valores complejos suficientemente 
suavos. Designemos con A (2) lo matriz 1 217 (2) ll LJ, +. 0 
compuesta por los coeficientes do las derivadas do órdenes superio- 
sos; la matriz 4 6) es distinta do la mutriz nula por todo O. 

En el caso de una sola variabl 
1a ecuación diferencial ordín: 





NO) 




















pacial, nm 4, la ecuación (1) 
ía y se la puede escribir (0, mé 0) 








uu + e (a)um gl). (0) 


Entonces, el problema más sencillo os el de Cauchy que tieno por, 
objeto hallar para esta ecuación una solución que para cierto z == 2% 
satistagn las condiciones iniciales u (2%) = us, u (22) sm Uy, 

“Veamos cómo se puede plantear un problema análogo para la 
acuación en derivadas parciales (1). Tomemos en Q una superficio 
(n — 4)-dimensional S suficientemente suavo (de la clase C*), pre- 
fijada por la ocuación 














F()=0, (0) 


donde F (z) os una función de valores reales, y supongamos quo 
[VE | 4 O para todos los = ES. 

Sea dado on Q tal campo vectorial 1(2) = (L, (2), 
dondo ld Ed, ny son funciones de valores rales 
ciontes a C1(Q), [EJ =R +... + 2 >0, que para todos los 
2 ES ol vector 1(2) no haga contacto con la superficio $, es decir, 


¿El SA 
AS 
(En lo sucesivo sólo nos interosarán los valores del campo 1 (2) en la 
suporficio $). 
Tomemos un punto arbitrario 2? £ S y examinemos la ecuación (1) 
en un entorno suficientemente pequeño Ú de este punto (supongamos 


que U os una bola de radio euficientomente pequeño y con centro en 
ol punto 2). Designaremos con S, la intersección 5 () U. 
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Sea dada en U una solución u, u € C* (U), de la ecuación (1), y 
supongamos que ua (=) es un valor de la función u en Sy. y un (2), 


«l valor da derivada fren Ss 
de log 00 (2), 10) 
rl tn. 0) 


Mostremos que para una ecuación en derivadas parciales, a dife- 
encia de una ecuación ordinaria, uy y 1 no puodon sor, en caso gene- 
tal, funciones arbitrarias (suaves). 

'Como YF (2) de O, una de las coordenadas del vector VF (21) es 
distinta de cero; sea, por ojemplo, F+, (2) xé O. Consideramos que 
ol entorno U es tan pequeño quo en El Fs, (x)=4+0 y la ecuación (3) 
puedo escribirse en la forma 

mol rm E) 
con una función sunvo 0 (7). Designemos con £a (5) la función 
Fo) y con Fi(2), las funciones 2, Y, (=1, 
oxaminemos una aplicación biunívoca 


m=Pia im (6) 
del dominio U on cierto entorno V del origen de coordenadas, os 


decir, de la imagen del punto 2”. Designemos con el símbolo 3) la 
imagen de la superficie Sa que so encuentra on el plano ya == 0: 


EY Ml ms cor ER Yu 0). 
Designaromos por v(y) la función w(z(y). Dado que n= 
































omo mientras qe em 3, 0, ¿E Fo + 


+ A day ou» Ontoncos la ocuación (1) en las nuevas. variablos 
adquiere la forma 

¿E PU O rey + 2 Be (0999 +5 (0)0= 110), (1) 

donde Biy(y) son elementos de la matriz cuadrada [1(A(x(y)) 
X VE (ely), VE, (=(0))l. en particular, 

PIAR VE (E): m 

Las condiciones (4) y (5) toman, respectivamente, la forma 
vlg=w(0) 0) 
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(Veo. A)! 0% (4). 6) 


donde vo (y) s= us (y'» P(y)» mu Y, (y), mientras que 
el vector A(y(2))= (Mb. ..-, 2), 7€S0, además, en So so tiono 





o, 
Anto todo mostromos quo ol valor del vector Yu en la suporr 


ficie Y) so dotormina univocamente mediante las funciones va y Wi. 
Eloctívamento, las derivadas dy [z» £=1,...,n—1, "so calculan 


de (8): oy Iy=venp Ed... A, y en virtud de (5) so tono 
tigo) 10) 


ondo (4) =p (0: (99 Y 00 7) > 
Ty a 











sons ovidonto que las condiciones (8), ($ y las (8, (9) son oquiva- 
lentes. 

Examinemos ahora los valores que toman en 3) las sogundas deri- 
vadas do la función » (y). Soñalemzos primoremegte que en virtud de 
las igualdados (8) y (9), los valores que toman en )) todas las segun- 
dos derivadas do la función v (y), a oxcepción de la derivada ty,y,s 
so doterminan unívocamente mediante las funcionos va y 14. Para 
determinar 0l valor que toma sobre )) la derivada »,,y,, emploaro- 





mos la ocuación (1). Partiendo de (1) y teniendo en cuenta (7), 
obtenemos: 
(Al) VE (2(0)), VA (0) dr, 





A 
Si en la superficio So la función (A(x) VF, YF)=7+0, entonces la 
pet LAO Y: ver E) al di de e 
3. y, por consiguiente en V (consideramos el entor es 
inlcontomento unto) La sonacin (19 on Y 0 aeribiá da 
so caso as 








e En 2 
Dg 2 Vta Y tte Y tw Ai h. 0) 


20m 
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Haciendo en (40) ya =0, obtendremos ol valor que la derivada 
boys, loma sobre 2). 

“Así pues, sí (4 (2) UF, YE) sé O sobre S., en dicha superficie se 
oterminom unívocamente todas las derivadas de la función u (2) 
hasta el sogundo orden inclusive, AA 
en combio en algún punto 7 ES, (4 (5) VF (2), VF (6) =0, 
entonces on ol correspondiente pumto y tenemos: (4 (z (y) 
ab (2 (0), Val (x (5) =0. En este caso la igualdad (1%) en el 
Fanto Y es ly. que vincula los valores yu determinados de y). 
o O, 09, O, Ed, 02, mm dy 002, 1 4. De este modo, 
los valores que toman cu el punto Y la función a y sus derivadas 

rindo orden, así como también los de la función y, y de 
rivadas de primer orden y, por consiguiente, los valores cn ol 
punto de las funciones ts y 1, y do Jas correspondientes derivadas. 
No éstas, están entrolazados mediante cierta correlación, es decir, no 
pueden sor, en cl caso genera), arbitrarios. 

El punto x de la superficio S de la claso C*, dada por la conación 
Fm 0'(F es una función de valores reales, VE 0 en 5), so llama 
unio característico para la ccunción (1), si cn 6 


(A (2) UF (2), VE (2) = 0. 


La superticio S so llamo característica para la ccuación (1), sí 
todos sus puntos son característicos, 

En esto párrafo estudiaremos el problema de Cauchy pe 
ecuación (1), es dectr, el problema en que se busca una solución de 

que satisfaga las condiciones (4) y (5) con ciortas 
funciones dadas us y us, Cuando la superficio $ está privada de pun- 
los característicos. 

El caso en que la suporticio S contiene puntas carocterísticos os 
mucho más complicado. Ya fue mostrado que sí el punto 2% É $ es 
característico, existen las funciones (suaves) y sa, tales que en 
ningún entorno de este punto no existe solución (de C* (U)) suave de 
Ja ecunción (1) que en la superficie S, = SN U satisfaga Jas condi- 
clones (4) y (5). Es fácil convencerse do que siendo U* uno de Jas 

ies en las que Sy divido U (consideramos que el entomo Ú es una 

la de radio suficientomente pequeño y com centro en 2") en 
C* (UY S,) tampoco existe solución que satisfaga las condiciones (4) 
y (5) ona 0 Sy- Si, no obstante, la solución suavo existe, 
ésta puedo ser no wma Única. 

“Sea, por ejemplo, n =2. En un esrenlo U con el centro en el 
origen "do coordenadas examinemos la ecuación 

















la 

















ter (ad 
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pora lo cual la eel x= O.es coractorítia (a este tipo de eoyacio. 
mes puede reducirse, al cambiar las variables independientes, la así 
Mamada ecuación de onda uso — ús, == 1). Es fácil comprobar 
que para la existencia on U (de CL(U)) de una Solución suave de dicha 
ecuación que satisfaga las condiciones u | ayuo == Ys (Za): da, Laws += 
== 1 (2), es necesario y suficionto que se cumple: Ja condición 
E F(2, 0). Además, si esta condición está cumplida, la 


solución se representa on la forma 





ula) [100 +ee. 
2. 


donde g es una función arbitraria, diferenciable continuamente dos 
voces, que atico laz condiciones £ (0) =0, 20 mu, (O), 


Si la superficio $ es característica, pueden surgir talos circwnse 
tancias cuando el problema para la ecuación (1) debo plantearso 
por analogía con ol de Cauchy para una ecuación ordinaria no 
sogundo orden, sino de primer orden. Asi, por ojemplo, en el capíl 
lo VI estudiaremos un problema (probloma de Cauchy) relacionado 
con la ecuación (so, como antes, n= 2) de conducción de calor 


Maa — + $ (2) 


para la cual la recta za = 0 es característica. El problema citado 
consiste en la búsqueda de la solución de en ol somiplano 
+2 0, que satisfagn sólo la condición (4): 1 | xywo »= Us (2): 
Pasemos ahora al estudio del problema (t), (4), (5) para el coso 
+n quo la suporficio S está privada do puntos característicos. Semn Q 
un dominio 'r-dimensional y S una emperticio (n — 1)-dimensional 
uo se encuentra en Q y. siendo definida por la ecuación (3), divi 
en dos dominios disjuntos Q* y Q=, es decir, 9XS == Q* YO 
*.07 = 2. Supongamos que en el dominio Q está definida 
scuación (1) (es decir, an Q so conocen los coeficientes y el término 
indepondiento de la ceuación (1), en la smperficio S están dadas dos 
Tuncione a (2) y un (a), y un campo vectorial 12) = ( (0, - > 
ln (2), 14(2) 1>0 en $, que no tiene ningún punto común 
ton la 'suporticio $. Partimos do la suposición de que $ no tiene los 
puntos característicos de la ceuación (1), es decir, 


(A (2) VE, AF) 740 cu S. un 

Hemos de hallar la función u (z) que pertenece a C*(0) y satisfaco 
ln ecuación (1) on Q y las condiciones iniciales (4) y (3) sobre 5. 
Llamaremos esta operación problema de Cauchy “no característico. 
Las funciones dadas, es decir, coeficientes y el término Independion” 
> 
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to de la ecuación (1), la fonción F de (3), la función-vector 1 y las 
Tunciones ue y u, so denominan datos del problema. 

Supongatnos quo los datos del problema (1), (d), (5) son indefini- 
damente diforanciables: los coeficientes y el término indopendionto 
¿e la ecuación (1), así como también la función F (2) do(3), porte- 
necon a C” (Q), mientras que las funciones 1, (2), . . .. ln (2), 9 (2) 
2:00 pertenecen a C+ (3) les dociz, las fencionos Y (e (5), 

"uy (e (U), en las que z == z (4) €s vna aplicación, dada por la 
fórmula (6), de cierto entorno U de wn punto arbitrario z* € S en 
entorno V del origen de coordena: son indofinidamento diferen 
cinbles on ol dominio (n— 1)-dimensional Y) == Y N) (y E Ras 
Yn == 0)). Supongamos, además, que ea Q existe una solución inde- 
Hnidameato diferonciablo w (x) del problema (1), (4), (5). 

Como se ha señalado más arriba, sobre la superficio $ se determi- 
nan unívocamente, en términos de los datos del problema, todas le 
derivadas do la solución u (x) hasta el segundo orden inclusivo. Di 
mmostromos ahora que en dicha superficio se determinan unívocamon- 
te, tambión en términos do los datos del problema, todas las derive 
ss de cualquier orden do la función u (2). Ya qu el caso que se 
considora la e (6) del entorno U del punto arbitrario 2% € $ 
sn el entorno Y del origen de coordenadas so defino con las foncionos 
Fi (a), 1 ==, ..., n, indofinidamento diferenciables on U, enton- 
cos como resultado de Ja aplicación (5) el problema (1), (4), (5) (lo 

que so entiende como la búsqueda de una solución de la ecuación 
(4) on el dominio U, que satisfaga los datos iniciales u [gy =— 
utah Fla =w (9, donde Sm U() 5) en el dominio Y 


so sustituya por l problema equivalente (9) (10) pra la función 





























24) en el dominio Y con los datos indofinidamente diferenciables, 
Ya que en U existo la solución indefinidamento diforonciablo u (2) 
dol problema (1), (4), (5), el problema (8)—(10) on Y también tieno 








en ósto una solución v (y) = u (z (y), indefinidamento diferenciable 
Paro domostrar esta afirmación basta establocer que todas las deri 
vadas Di v (y) en 2) se detorminan unívocamonte en términos de los 
datos del problema (8)—(10). 

Para cualesquiera a” = (dj, . . ., %a-1), 12*1>0, los valores 
de las derivadas Dé”: 9% (y) y Dé y (y) un la superticio $] so doter- 
xminan inmediatamente de las condiciones (8) y 

DEM] <D 0 DE Ds 


Dasigasmos por va el valor que tons la fención ¿Deo (al = 
=ajl ... an!) en el origen de coordenadas: 


ve DO, faj>0 ua 











$1. PROBLEMA DE CAUCE. TEOREMA DE KOVALEYSKAYA 21 


En esto caso, Da:,o Y Da" 1 [2']>0, quedan univocamente deter- 
minadas en términos de las funciones Vo y Ys 


meo Ovalo (0) 
ter line (00) 


(mal ++ Aa!) 
Para determinar en 3) la derivada Dia" 329 (y), |a*]>0, om- 
plearomos la ecuación (10). Derivando (10) respecto 
y haciondo Y == O, obtenemos 
Daly DAME J5, 1130, 


donde la función 27, (y) se define en Y por la fórmula 


et . 
E 100 day Lt 














+¿nw0 tw 


fon Jn cual tul de (4) figura a solución del problema (9/10). 
donción D 6 Mal 0 vs funció (ica, e conicinio cano: 
laos) delas magolcidos Da". Oy Toy Dita le ya dstermias 

o Ip Ela 14 20<IPI<la lid: Poreso, 
las dorivadas D'% 2y (y), | a' | >0, están determinadas en Y) u 
vocamento en términos de los dátos del problema y, on particular, 


Dar, am (2 INADA PI, (Y pur 191590. 


Supongamos que para cierto k >2 en Y) ya están unívocamento 
detereninadas, según los datos del problema, todas las derivadas 
Die iy (y), Ta” | 30. Hallemos la derivada. Dis 0o (y) lo 
Ya” 1>0. Para ollo derivemos en Y la ecuación (10) a veces respecto 
M Bas o <a 1 Voces respecto A Yp=1, y £— 2 voces rospecto a 

luego hagamos ya =0. 
10 resultado “obtendremos 
Do (y) lg =D PI, (> 


jul, Día. 92) FT,|z es una función (lineal, con coeficientes cono- 
cidos) respecto de las, magnitudes, ya delerminadas 90 9 y |z, 
0Si<k-10</P'1<la"14+2 para 0<1<k—-2 y 
O0<IB <a 141, para i=k-— 4). Por eso, sobre Y se de- 
terminan univocamento, en terminos de los datos del problema, to- 
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das las derivadas D'2".Wy, | a” |>0, en particular, 
De 1 (JURADA A, (9) fm (15) 


La afirmación queda demostrada. 

Orstmvación. Sea v(y) una función arbitraria indefinidomente 
diforenciable en el dominio Y. Examinemos la siguiente función indo- 
finidamente diforenciable en 





A y — 21m 2 Vina, — 2 YA 10 





De los razonamientos arríba empleados se desprendo que sí los valo- 
res do la función v (y) y de todas sus derivadas satisfacen las condicio 
mes (12), on las que los números va, 14. | >0, están definidos por las 
gualdados (13)—(15), entonces 


DP (y) ho =0 para todo a, Ja[>0. 


Así pues, homos mostrado que si la suporficio S está pri 
puntos característicos, los datos del problema definen unívocamente 
n $ todas las derivadas de la solución indefinidamento diferencinblo 
dol problema (1). (4). (5). Por consiguiente, en la claso de funcion 
“definidas unSvocamente por sus valores y por los valoros de todas 308 
¿derivadas en $, ol problema (1), (4), (5) tine uma única solución. 
Una de tales clasos es la de funciones analíticas, Más abajo en osto 
'áreafo será mostrado que en la clase do funciones analíticas ol pro- 
lema (1), (4), (5) con datos 
'Obsorvomos que a diforenci 

ción de que en osta situación tan general los datos del proble 
analíticos (sí no se impone a los cooficientes do la ecuación 























rciales con coeficientes indefini: 
les y un término indoy ¡te puedo, en general, no toner solucio- 
nos. Ho aquí un ejemplo, proporcionado por G. Lovi, quo demuestra 
esta afirmación. 

mexeio +. La ecuación diferencial 


Upa + lagos +28 (2, + 625) los 1 (29) 18) 


no tiene soluciones, que puedan diferenciarse continuamente dos ve= 
ces, en ningún entorno del origen de coordenadas (del espacio A), 
si la función do valores reales / (z) no os analítica. 

Para domostrar esta afirmación basta, ovidentemento, comprobar 
que la ecuación 


May + M2 (4 Le) 09 (23) ) 
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no tieno soluciones diferenciables continuamente en ningún entorno 
dol origen de coordenadas. 

Supongamos, al contrario, que para algunos % >0 y M1 >>0 en 
el cilindro Q= (5 423<7P, [7,1 <11) existo una solución 
u (z) de la ccnación (19) con la función Y (25) de valores roales no ana» 
lítica en el intervalo |<, | <í y que esta solución pertenoco a 
CY (Q). Entonces, la función 34 (P, 9, 2)=" (0 £08 9, P sen, 2 
<a el paralelepípedo TI = (0<p<R,0<p<?m, [231 < 
será la solución de la ceuación 


tipo E o y Zip (a) 


iondo u, € C* (TM) (p, O, 75) mu, (P, 2n, 5). Integrando esta 
Fiuaiadi (on p 7, dos roo a O llame ono 
Ls de que en el rectángulo K, = (0<p<R, [2,1 <H1) la 





7 
tato, al 1 lo, q. adenda 
ue (p, 25) EC! (K;), satisface la ecuación 
tap + ¡E de Zip 2 (25). 
Por eso, la función 


vr za) =V Fu (V7, za), perteneciente a C'(K) M1 C(Ky, 


ondo K, os ol rectángulo (0-<r <A”, |2, |<), sorá on K, la 
pre dl Pon e 


0 + lo af (za), 
o, lo que es lo mismo, de la ecuación 





(0029 +tn ro 2) + vtr 294 tn To a. 


Mas, la última ocuación es la condición de Cauchy—Riomano para la 
función 
> 


wr) =0(0, 2) + da $ 102 





Por consiguiente, la función 10 (7, z,) es analítica en K, y en K; os 
la función continua de la variablo compleja 7 + iz. 10 (r, 25) = 
= g (e + 12). Como Reg |... = 0, resulta, de acuerdo con el prin- 
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cipio de simetría, que la función g (r + £z,) admito una prolongar 
ción anolítica al rectángulo Ka = (Ir |< 1%, Iza 1<H), y, on 
particular, en el sogmento (1 =0, | 2, |< 21) es nina Tunción bn 


lítica respecto de 2. Pero, £ | mus == 12] 18) dí por lo que la fon- 


ción / (zp) también es analítica para |, | < 2, lo que contradico a 
la suposición. 
Observemos que el plano z, == O, por ejemplo, no contiene puntos 
cterísticos para la ecuación (18). De esto modo, cualesquiero que 
1n las funciones iniciales, el problema de Cauchy para la ecuación 
(18) (con datos iniciales dados en el plano x, = 0) no tieno solucio- 















4 on cierto. 
potencias 





función g (2) so llama analítica en el punto 2" € Q, 
entorno U do este punto so representa por una seri 
absolutamento convergente 





EE 


(0 





A 


La función g (=) so denomina analítica en un dominio, sí-es anali- 
tica on cada uno de sus puntos. 

Supongamos que la función £ (2) as analítica en el punto 2% €Q. 
Botones, sm 9l cubo Ha A 
so representará, para cierto A >0, por la serie (20) absolu! 
convorgente (on Ky (2). Ya que una serio de potencias absolutamon- 
to convergente en Xy (2%) convergo uniformemente, junto con todas 
los derivar on cualquier subdominio estrictamente interior K del 
cubo Kn(a) KE Kn(%), (0) €0"(X) y, por consiguiente, 
g()€C=(Kn (2). Además, es obvio que ga=7 D"g (2), 
donde al = ay! ... nl, esto es, la serio (20) es la de Taylor de la 
función g (=) en el punto 2. De aquí se despende que una función a: 
lítica en el dominio Q se define unívocamente en todo el dominio Q 
mediante su propio valor y los valores de todas sus derivadas on un 
punto arbitrario de Q, en particular, si en algún punto de Q ella se 
anula junto con todas sus derivadas, entonces g (1) =0 en Q. 

Mostremos que si la función g (z) es analítica en el punto 2 € Q, 
será también analítica en cierto entorno de este punto. Para ello es su- 
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Eiciota demostrar quo si Kn (2% es un cubo en ol que la función 
6, (3 está representada por la ero (20) (abslutamento convergeno), 
aras CO me canti es el sale E 

la Convergencia absoluta en A (27) de la serio (20) so deduco 
que para todo P.E(0, 2) 


Flgraloiei<oo. en 


Tomemos un punto arbitrario 2% € Kay (2. Entonces, para todo 
2 € Knp (2) tenemos 








"ae 


qa sede eE Ecol, en eslora sel 
PaakPas ++ 01 Pr) Pi do jones 


Mal... e ” 
rea o (L) a 
y como, en virtud de (24), la serie 
A 
ele : 


la función g(z) se representa en Kays(2) por una sorio absoluta- 
mento convergente 









0D. 
donde 
e Y AR a, 
Por consiguiento, la función £ (z) es analítica en ol punto 2* y, por 


lo tanto, debido a la artaredad de 2 EX, (2), en Any (9, 
La afirmación queda dem 420 e. 
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Una función de valores reales £ (2) = Y Za (2 — 2)*, analítica 


en el punto 2?, se llama mayorante de la función g (2) (do 48) en el 
punto 2, si para todos los a, [a 1>0, 12. 1<£a 

Sca (Zu, la | >0) una sucesión numérica compleja para la cual 
existo una sucesión numérica real (£.. ja | >0) tal quo para cual- 
quier a, [a |>0, tonemos | ga 1<Za y la serio Y za (2— 2% 
es absolutamente convorgonte on cierto entorno del punto 22, Es ovi- 
dente que en esto caso la función g (2) =2) Za (2 — 2% os analí- 








tica en el punto 2? y la función E (2) = Y Za (2— 2% sorá su muyo- 


ronte on el punto 2%. 

Es también obvio que cualquier función analítica en el punto 22 
tiene on este punto su mayorante. A título de mayorante de le fun- 
ción g(z) do (20) se puede tomar, por ejemplo, la función 
Y l ga 1(e — "Y. La mayorante de la función g (x) do (20) puedo 


también construirse de la manera siguiente, Supongamos quo para 
cierto AI > 0 la serio (20) convorgo absolntamente en el cabo Ki (2%). 
“Tomemos algún p cn el intervalo (0, A). En virtud de (24), existo tal 
M positivo que | ga LOI*! < M, es de 1<MÍAici pe 
da ma (do > > +1 nj. Esto significa que on el punto 2 


A e mr 
ronto de la función g(s). También será la mayorante de £(s) en 
«Y punto 20, para cuñlquice Nat la función 












A m 
NAAA 
+ 





dado que para todo 


A el. 


3. Teorema de Kovalévskaya. Estudiaremos aquí el problema de 
Cauchy en la clase de funciones analíticas, o sea, consideraremos li 
soluciones del problema (1), (4), (5), analíticas en el dominio Q o en 
alguno de sus subdomínios (* que contiono la superficio S. Vamos a 
suponer que los datos del problema (1), (4), (5) son analíticos, 
decir, que en Q los coeficientes y el término independiente de la ocu 

¡ón (1), así como también la función F de (3) (que define la ecuación 
de la Superficie 5) som analíticos, mientras que las funciones 
dad. «qe lod da (a, q (2) son amlíics en $ ento e, los fono 
clonos 4 (25), >.» a (2(9). us (= (9), us (2 (4)) son analíticas 


=(% ==: %,) so cumplo la desigualdad 
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on el dominio (a — 1) —dimensional Y == YN (Y € Rocas Ya = O) 
siendo z (y) la reprosentación, dada por la fórmula (6), de un entorno 
Y del punto arbitrario 2* € S'en el entorno Y del origan do coordena- 
das), Ha de recordarse que la solución del problema, los coeficientes 
y el término independiente de la ecuación (1) , así como las funciones 
Iniciales se “expresan” en valores complejos; — las coordenadas 
dilo <= da (2) del vector 1 (2) y la función F (2) tienen valores 
tentes. So Supone que la Superficie $ está privada do puntos caracto- 
Fsticas para a scuación (1). 

Domóstremos, en primer lugar, el teorema sobre la existencia y 

14 de la solución de esto problema. 

eonEma 1 (Lcorema de Kovalévskaya). Supongamos que los datos 
del problema (1), (4), (5) son analíticos y la superficie S no tiene puntos 
caracierísticos para la ecuación (1). Entonces, para cualquier punto 
¿PES existe un entorno Uso de este punto en el cual el problema tiene 
Golución analitica y en ningún entorno del mismo punto no puede haber 
más de una solución analítica del problema, 

lecordomor fvéase el punto 1) que por el problema (1). (4) (5) 
en ol dominio Uso se entiendo un problema que tiene por fin billar 
on Das una solución u (2) de (1) que satisfaga las condicio» 
nes iniciales 


OS ln donde SS Uso 


























Además, se supone que ol entomo Usa es tan pequeño que la supor 
ficie: Sa la divide en dos dominios disjuntos. 

Sen'x9 un punto arbitrario de la superlicio S. Examinomos la 
roprosontación biwnivoca (6) de wn entorno suficiontomente. pequeño 
2 de esto punto cu el entorno Y dal origen de coordonadas, y son de 
Ja imagen dol ¡no los «datos del problema (1), (0, (5) y 
las funciones Ey (2), 1 = 1... n= E son analíticos, el probloma 
de Cauchy (1). (0), (5) en el dominio Y se transforma en el probloma 
equivalente (8)—(10) (en el dominio Y) con datos analíticos, Para 
“omostrar el teorema | basta mostrar que el origen de coordenadas 

«te solución analítica y (y) del 
1 es Única. 
idad de da solución. Supongamos 
que eu un entorno Y”, sel origon de coonlenadas existo la solución 
anelítica v (y) del. problema (8)—(10). Ya que v(9 EC” Y). de 
Jos razonamientos expuestos en el punto 1 se deduce que en la Bmper- 


































el punto 2), la solución e: (y) está 
ados del problema eu el doma 
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Procedamos a la demostración de la oxistencia. Anto todo noto- 
mos que es suficiente demostrar la existencia de tal función (y), 
analítica en ol origen de coordenadas, es decir que debido a las pro- 
piedades do funciones analíticas (véase el punto 2) ásta será tam- 
hión analítica en cierto entorno V del origen do coordenadas, que es 
la solución del problema ($) —(10) on Y. 

Según los datos del problema (8)—(10), las ocuaciones (12)—(13) 
(vénso el p. 1) definen (unfvocamente) lo” números Wa, [0 > 0. 
Mostremos que la serio de potencias 


bas e», 


escrit. Sormalmente, representa en sí una función analítica en ol 
otigon do coordenadas. La suma de esta serio (designómosla » (4)) 
absolutamente convergente en un entorno Y del origen do coordenade 
será precisamente la solución buscada. 

Electivamente, de (13) se desprende quo el valor de la función 
v(y”, 0), analítica respecto a y”, y los valores do tod: dorivadas 
respecto 2 Y + ;» Yn-y Colncidon, cuando y” == 0, con los valores 
correspondientes de la Tunción e, (y) que es analítica respecto a y/- 
Por consiguiente, en Ho VAN (y € a-a, Ya == 0) tiono lugar la 
identidad “v (y, 0) un vs (47). Análogameno, de (14) obtenemos 
en Y dy, (4, 0) mu, (37). El hecho do que la función y (y) satistaco 
en Y la dcuación (10), puede comprobarso del modo siguiento. Exa- 
minemos la función A (y) que es analítica en Y y está defínida por la 
igualdad (16) en la cual y (4) so ha sustituida por la función analítica 
examinada (22). Do acuerdo con la observación en l punto 1 y gra: 

das a la debida elección do los números 1, | | 0, tienen lugar 
5 igualdados (17), es decir, la función Xy) y todas sus derivadas 
;n nulas on el origen de coordonadas. Por lo tanto, la función A (4), 
analítica en V, es idénticamente igual a cero (27 (y) 0), Lo últi- 
mo implica quo on Y la función v (y) satistace la ecuación (10). 

Así pues, hemos de demostrar que la sorio (22) es absolutamento 
convergente en algún entorno del origen de coordenadas. Es sufi- 
ciento mostrar para ello (véase el p. 2) que en el origen de coordena- 
das existo una mayorante para la Serio citada. 

El problema de Cauchy (en Y) con datos analíticos 

























































Dro E dino io + ATi ATA (0) 
leia (Y), ó 
Toa lama) a) 
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lo llamaremos problema que mayora el problema (8)—(10), siempre 
datos indicados son mayoramtes en el origon de 

los datos correspondientes del problema (8)—(10). 
1 ($010) tiene solución analítica en al orig de 






=D (2 


ésto es la mayorante on el origon de coordenadas para la serie (22), 
y, por lo tanto, la serio (22) representa en sí una función analítica on 
el origen de coordenadas. 

La demostración de esta afirmación consiste en la comprobación 
do que las desigualdades |», |< Da son válidas para cunlquier a, 
La [>0. Según la dofinición de problema mayoranto, las funciones 
UU, y ú, son mayorantes en el origen de coordenadas de las funciones 
ls Y la respectivamente. Pa e (véaso (13) y (14), para 
todos losa a 0, [vc a [E bu o y Lo 1 co 

Supongamos que para cierto k>»1 ido "ya demostradas las 
desigualdades [Ve JS para cual k—4, y cual 
quier a”, |a*[>0. Mostromos que en osto caso también [vaa / E 
Us, la'[>0. En virtud de us tenemos. 

ce 


di PA Lt li a 000 ed 











AE Pit 


des 





y las constantes cg, , son combinaciones lineales con cooficiontes no 
negativos de los valores que en ol origen do coordonadas toman las 
derivadas de los cocficiontos de la ocuación (10), mientras quo jr 
son las mismas combinaciones lineales de las derivadas correspoi 
distos (ino negativas) de los comlicientes de la souación (0) 
Como el problema ($)—(10) es mayorante para el (8) —(10), entonces 


al har, y [69.0] <Tp., o» Por consiguiento, [tara |< Pa, me 
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De oste modo, para demostrar que la serio (22) es absolutamo 
convergonto en cierto entorno del origen de coordenadas, es sul 
ciente construir el problema mayorante ($)—(10) que tenga en ol orí- 
gon de coordenadas vna solución analítica, Al construir el problema 
mayorante, será más cómodo que las condiciones iniciales (8) y (9) 
sean homogéneas: 








Pleno 0 8) 
Vez lomo 0 (9) 


Observemos que para demostrar li 
lítica del problema ($)—(10) bosta demostrar que existe la solución 
goal 20 para al sipuleno prablema con condalnes tilo 
homogénoas: 








eye — E, Yingo, — 2 Tit — 00 0, 








aj 
Wly,mo=0, 
ty, ly mo 0, 
donde 
, e . 
Who 2 05 + Y + vo, 0, 





se (y) 0 (9) + 0 (9). 


Efectivamente, os fácil advertir que si 1o es wna solución aunlí- 
tica del problema citado, v == 1o+ 1 será la solución analítica del 
probloma (8)—(10). 

Por consiguiente, las condiciones iniciales (5) y (0) pueden con- 
úsiderarso homogóneas, es decir, os suficiente construir un problema 
mmayoranto para el problema (8). (9). (40), Como los cosficientes y 
el término indopendiente de la ecuación (40) son analíticos on el 
origen do coordenadas, entonces (véase el punto 2) a título de ocu 
cion (10) del problema mayorante se puede tomar la ecuación 














% ar 
Dto A 
» 


A 


para ciortos p>0, M>0 y N>1 arbitrario. Examinemos las 
soluciones %=Y (1) de la ecuación (ÍÓ), que sólo dependen de 
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Hebei y, Todas ellas son soluciones de la ecuación 
ordinaria 


ran, es 


en la que A HLOGENO, pe a 


LA Elijamos N tan grande, que el número a sea posi- 
tivo, O<a<1. 

Tomemos la solución Y , (n) de la ecuación (23) que satisface las 
condiciones iniciales Ya (0) == Y¿(0) s= 0. Los coefi- 
«iontes de la ecuación (23) son analítidos para 1] »= 0 (incluso cuando 
Tn |< 0). Por esa, no es dificil couvenceros de que la función Yo (1) 
es tombién analítica en cero"). Ya sabemos que todas las derivar 
das de la función 1 son positivas en el puato y=0. Así pues, on 


virtud de (23) 











PY 0 para cualquier Ko0, 1, ... 


a 
Do esto modo, la función E (9), Yo (Http da) , 


analítica en el origen de coordenadas, es la solución de la veuación 
(1d) y todos sus derivadas en el origon de coordenadas son no nogati- 
vas. Homos, pues, construido la solución analítica del problema de 
Cauchy, la “que moyora en el origen de coordonndas el probloma 
(6), (0, (10). El teorema queda demostrado. 

Del teorema 1 so deduco la siguiente afirmación 





-) lo nqu el procediento más ácil paca comtecer d eto. Comid 
TA (2) 
cuyos coolcientes mayoran los coesientes correspondientes de la ecuación (29 
ídado que 0 <a < 1). La ecuación (23) es la de Euler para la función Y + 4. 
La solución de la ecuación (23) que satísfaco las condiciones iniciales Y (0) = 
Pomo e Pm td late — o 1 — lay 
ola que o, = 11 — 44 YU APTABN y 071 1— A— VIZAPE 

AR, Rao solución es ara e cc y yor e cl punto y = Ola 





ar 
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Troresa 3. Supongamos que les datos del problema (1), (4), (5 

san anios y la E ns nte Treo. Be, 

ces, existe un dominio Q (Q' <= Q), que contiene la auperficie S, en 

<ual este problema tlene una solución analitica, y en ningún dominio, 

que eng la superficie . no pued haber má que una slcin aa: 
ca de dicha problema. 

“Ante todo indiquemos que la afirmación sobre la unicidad de la 
solución se deduce inmediatamente del teorema 1 y de las propi 
des de las funeíones analíticas. 

Demostromos la existencia do la solución. Del teorema 1 so des- 
prende quo para todo punto =* de la supercio $ existe un ontorno en 
«el cual el problema (1), (4), (5) se resuelve do manera unívoca. No es 
dificil ver que haciendo disminuir cada uno de los entornos Usa, 
2 € $, so puedo obienar un cubrimiento (Usa, 22 € 5) de la suporli 
cio $ quo poses la siguiente propiedad: si la inteeccción do dos entor- 
os cualosquiera no es vacia, será wn conjunto abierto en l cual cada 
componente conoxa contiene los puntos de $ (es decir, ota intor- 
socelón so represeota como la unión de una cantidad a o sumo numo- 
rabia de domino disjuntos cada uno de lor cua cono pants 

F olecto, examinemos en Usa una bola (Lx — 2* |-<ro) de ra- 
¿lo ry == ro (29) > 0 lo suficienteento pequeño para que el ángulo 
formado por las normales a S en dos puntas cualesquiera do la ínter- 
sección de la bola con la superficio. sea menor que 3/4. A titulo de 

a tomemos el dominio (22=2 + (2), 2ESN (24 1< 
)), donde n (2) es una normal a $ en el punto 
A considerar que 8, == da (29) <ry/á es tan por 
oque por cada punt de eto doit paña una cola normal yla 
suporficio SN (Lx — 2%] <r9) (os decir, para todo punto x € 
axisto sólo un punto <! (2), perteneciento a SA (la —P |< 
al que x pertenezca a la recta (e: 22 + m(0)t, 1E Ry), Es 
evidente que el cubrimiento (Uso, 2? € 5) de la superticio $'6s ol 
uo buscamos. 

Puesto qu para too 4 € $ o seno Us Via enel Vi ext 
lo única solución analítica del problema, (1), (4), (5); designómosla 
mesias (o) Setas que 52758 do puntos artis 
de la superticio S y si, además, Uso Um D, ontonces 

y Us tenemos, usa (2) ua (2). Por consiguiente, on ol domi- 
mio Q= Y Dio, U<0, la función analítica u (2) pundo dotormi- 
argo, para 2€Uzo, por lo igualdad u(2)=uzo (2). La fanción u (2) 
es la solución analítica buscada de la ecusción (1), (4), (5) en O. 
El teorema, queda, demostrado, 

En caso de que la aupeicie S no contenga puntos coractorístics, 
el toorama de Kovalávkaya pos mueva que el problema d Cauahy 
para una ecuación en derivadas parciales de segundo orden que on. 
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pesto A as planteado por analogía con el problema de Cauchy para 
"acuación ordinaria de segundo orden, es realmente análogo 4 ésto 
último en determinado sentido. El teorema de Cauchy, conocido en 
la teoría de ecuaciones ordinarias, afiema que la ecuación ordinaria 
(E) <on ecoficintes analíticos en el intervalo a-<2<? y un tér 
nino independiente tiene en cierto entorno del punto x*, en el que 
se dan las condiciones iniciales e <2*< 6, una solución analítica 
nica que satisface estas condiciones iniciales. El teorema de Kova- 
Tévakaya es una generalización del toorema de Cauchy con artoglo al 
vaso de ecuncionas en derivadas parciales: si la suporficio S, en la 
<ual vienen dadas las condiciones Iniciales, no tieno puntos carasto- 
rísticos y ls datos del problema (1). (4), (5) Son analíticos, entonces on 
cierto sentornos de la superficio Sal problema (1), (4, (5) tleno una 
solución analítica única. 

Sin embargo, no existo la analogía completa ontro el problema 
Cauchy pura Tay ecuaciones ordinarias y el mismo problema para 
ecuaciones en derivadas parciales, ni mucho menos ontre la teoría 

ú'scuaciones ordinarias y la de las ecuaciones on derivadas par- 
ste último caso la situación es mucho más 
punto 1 hemos mostrado que si la superficio $ tiene puntos 
característicos, la existencia de la solución analítica (o incluso una 
solución que sos continuamente diferanciablo dos vecos) del problo- 
a de Cauchy no puedo ser garantizada: sl el punto x0 E S os care- 
forístico para la ecuación (1), existen funcionos fniciales 4 y 
(guaves 0" ncluso analíticas) de tal género que en ningún entorno / 
de eto punto no existe la rolución (de C3 (0) del probl: 
(5). Se ha señalado, además, que la suporficio S'es caracteristica, 
pueden sungir tolescirenastancias en las cuales el probloma de Cau: 
Fay debo plantearso por analogía con una ecuación ordinaria de 
primer orden (por ajemplo, en el capítulo. VÍ estudiaremos «el pro» 
Bloma de Cauchy en relación con la ecunción Uy, — 12, = / (2), 
para la cual la ructa 2, == 0 es una característica; según votemos, ol 
problema consista on Ta búsqueda de la solución 
dl semplano za 50 que satistga vna condición inicial 
le hazme == 19 (2). Como ilustra el siguiento ejemplo do Ki 
ya, 6n osto caso tampoco se garantiza la existencia de la solución 
Anúlítica, aunque los datos del problema son analíticos. 

Ensro +. No existe en el origen de coordenadas una solución 

analítica de la scuación 













































Usa, — a, 0, 
que satisfaga la condición inicial 


sl = 7 
LT 
20m 
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Sa comprueba inmediatamente que si la solución analítica de oste 
problema existo en el origen de las 


Ll 2) Y laa, 


entonces, los coeficientes 4o,.a, tienen la forma up = 
RA) y dass 1,2 70, para 230, A30. Pero, en esto 
caso Ta serio escrita no puedo ser convergento en ningún entorno 
del origen de coordenadas, dado que diverge, por ejemplo, 
cualquier punte (0,2) ara za +0. 

Como es sabido, la solución del problema de Cauchy para la 
sguación ordinaria (2) depende continiamente de Js datos iniciales 
El ejemplo de Hadamard, que se da más abajo, muestra que un 
scuación en derivadas parciales no poseo, en general, esta propiedad. 

samuoro 3. En el círculo Q=(x)+2]<1) examinemos el pro 
bloma de Cauchy 














Uan — 
A 
lara o, 


onde n es número natural (es ovidonte que la recta 2, == 0 no tiono 
puntos caractorísticos para la ecuación Uso, = ww), Es fácil 
comprobar que la solución de este probloma (única on la claso do 
funcionos analíticas) tiene la forma le == ty (2) == e7Y% ch mzye! 

Por consiguiente, para cualquier punto 2==(zj, xa) del círenlo Q 
que Uno so encuentro enla recta a =0. tenemos: 
lun (s)[==0> cunado m=r<o, a pesar de que (2) => 0 (Ju, alo 
=e- Y) o, incluso cualquiera que sea ki, Et» 0 ciando 


+00 de una manera uniforme en [—4, 1. 

Además, es bien sabido que cualquier ecuación ordinaria (2) con 
coeficientes continuos en un intervalo determinado y un término 
independiente siempre tiene soluciones (por todo el intervalo). En 
cuanto se refiero a ecuaciones en derivadas parciales que hemos 
considerado hasta ahora en una situación tan general, una afirma- 
ción onáloga no tiene lugar: como muestra el ejemplo de Lovi (citado 
en al punto 1), axisten ecuaciones de segundo orden en derivadas 
Parciales que 20 tienen ni una sola solución en ningún entorno de 
Bro punto; ademas no hay ninguna clase de condiciones roleran- 
tes a la suavidad de las coeficientes (incluso la naturaleza analítica 
de ellos) que garanticen la existencia de la solución, sea el término 
indopendiento tan suave como se quiera (incluso si es indofinida- 
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mente diferenciable). Por lo tanto, al estudiar soluciones no analíti- 
cas de una ecuación linoal de segundo orden en derivadas parciales 
necesitamos condiciones adicionales relacionadas con la estructura 
de la ccuación. En el párrafo que sigue vamos a destacar ciertas cla- 
ses de ecuaciones que oxeminaremos a continuación. 





$ 2. Clasificación de las ecuaciones 
diferenciales lineales 
de segundo orden 


En el dominio n-dimensional O examinemos una ecuación dife- 
rencial lineal de segundo orden en derivadas parciales 


Lun 3, aula) + atu talud (0 


Sean los coeficientes ayy (2), 1, Jam, . y 1. de valores reales y 

“supongamos que las soluciones de la ecvación (1) pertenecen a C* (0). 

Lo matriz -4:(2) = ai (2) ll, compuesta por los coeficientes do Jas 

derivados supaioros dl operador 2, pude comiderro simétrica 
electo, 








Yaya, = Y digo a, + Y ig yo 

donde ajymE (ayb ay): ay Playa) Puesto que eo 
0 por eso Y aya 
,2s siendo la matriz as (2)/l simétrica. 
Sen 2% un punto arbitrario de Q y sean 2,(2), . .. An (2) los 
valores propos (evidentemente osls) de la matriz 4 (2. Desa 
mos con, =na(2)e] número de los valores propios positivos; con 
na), el número de los valores propios negativos; con ny = 
o (e): mm ma Em + Mas el número de valores mulos. 

La ecuación (1) se denomina ecuación de tipo elíptico en el punto 
% (0, simplemente, elíptica en el punto 2), si ny = 1.6 nm. me n, Una 
ccuación s0 Mama elíptica en el conjunto E, EG Q, si es elíptica en 
todo punto de este conjunto. Ejemplo de ecuación elíptica en Ra 
es la de Poisson 



















Auf, 
donde A=¿5+...+¿ es el operador de Laplace. 
3 E 


La scuación (1) so denomina hiperdélica en el punto x* € Q (ecua- 
e re E 
mn. =n— 1. Si la ecuación es hiperbólica en lodo punto del con- 
junto £, E=Q, se lama hiperbólica en E. Ejomplo de 
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hiperbólica en todo el espacio Ft, de las va 
scuación de onda 


tag o 
La ecuación (1) so denomina ultralisperbólica en el punto 2%, si no me 
=0y1<n,<n—1. La ecuación (1) es ultrahíperbólica da 
Ec Ú, si es ditrahiporbólica on cada punto de E. Le ecuación 
lao Ugo — y — 12) 

es ¡ltrahiperbólica en todo el espacio Ri 

La ecuación (1) so denomina parabólica (o ecuación de tipo para- 
bólico) en el punto 4? € Q, si ” > 0. La ecuación (1) so llama parabó- 
Llica en el conjunto E Q, sí es parabólica en todo punto de E. 


Ejomplo de ecuación parabólica en todo al 
rinblos z,, - + Zn 05 la ecuación de conducci 


A IS 
Por supuesto, el tipo de ecuación no tiene que sor nocesariamento 


ol mismo para todos los puatos del dominio. Por ejemplo, la ecuación 
de pi (a id 


TON 


dondo la función 7 (2) es positiva paro z,>0, mogativa para 
z, <0 0 igual a coro para z, = O, será elíptica para x, >0, hipor- 
Bólica para x, < 0, y parabólica, para x, == 0. 

Recordemos (vénse el punto 1; Y 1) que la superficio 5, ubicada 
en Q y definida por la ecuación F (x) = 0 (ln función do valoros 
Tonles P.ECU(O) y 1VP | 0 en S), so lama caractorística paro 
la ocuación (1), si on todos los puntos 2 ES 


(A (2) YE, VF) == 0. 0) 


Si la ecuación (1) es olíptica en Q, la matriz A (=) será positiva 
o nogativamento defínida en cualquier £0. Esto signáica 
que la ecuación (2) sólo puede toner lugar cuando | YF | = 0. Por 
<oosigulenta, las ecuacionos elípticas no tienen smporficios caracto- 
Tísticas (todavía más, no existe ninguna superficie S que contenga 
vn solo punto característico do la ecuación elíptica). 

Siendo la ecuación (1) hiperbólica en Q, se puedo mostrar que 
por cualquier punto del dominio Q se puede trazar una superficie 
característica. Por ejemplo, en el caso de la souación de onda 
lara, $0 +0 lpm = Usaxa> la ecuación (2) tiono la forma 


Fi, =0 e 





bles, «++ Za, es la 





cio Hn de las va- 
de calor 



























PA co +8 
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Esta ecuación so satisface, en particular, por la función (2 — 2, m)== 
(2%) mo+.-.+(ó—2) ma, donde 2% es un punto 
Gubitlario de Ry y el vector m= (my <<. Mu), | m | = 4, está 
subordinado a la condición mi +... -P más = mi. La ecuación 
(2) también queda satisfecha por la función (22d 0 
od lan — 2H * — (2 — 22), donde 2* es un punto arbitrario 
de Ra. Por lo tanto, el plano (2 — 2*, m) =0 y la superficio cónica 
la do 0 (aa — 2) = (zp — 2) son características 
de la ecuación de onda. Para la ecuación de conducción de calor 
non Poo + lao, 15, la ecuación (2) tieno la forma 











Pd +, 





Es evidente => eualquier solución de esta ecuación tiene la forma 
F=0 e londe D es una función arbitraria continuamente dife- 
ronciable (4 =4 0). Por eso, las caractorísticas de la ecuación de 
conducción de calor son los planos z, == const. 

Sea 2? un punto del dominio Q. Designemos mediante y == y (2) 
Qi Yi ls > 2), Lo Ás «+», 1) una transformación que repre» 
senta biunivocamente cierto entorno Ú del punto z* en el entorno Y 
que corresponde al e A pedo a 
dia trensformación Inversa a la primera. Supondremos, . 
que las funciones y, (2) EC* (0), £ =1, y que la matriz de 


Jucobs 7(o)m=|| ¿2 de la tsanatormación y=y(2) no está dego- 


nerada, es decir, en T el jacobiano de la transformación as distin- 
to de cero (det J(2)w=0). Designaremos la función w(=(y)) por 


v(y). Puesto que te 2 Dels y 2, sy + 


























+ 2 ne, entonces, después del cambio de variables o coua- 


ción (1) tomará la forma 





¿2 Gal Fl 


vo) (0) 





donde Tala) $ 0010 M3 y Fes una función que no de- 
endo de las segundas derivadas de v. Puesto que las matices 
(0 =Il6w (31 y A()=Lay()l están ligadas por la 


ecuación Á (2) =JAJ*, ambas matrices, de acuerdo con el cono- 
cido teorema de Algebra, tendrán igual número de volores 
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propios positivos, nogativos y nulos. Esto significa que en todo 
punto y € V la ecuación (3) será del mismo tipo que la (1) en el 
correspondiento punto z € Ú. De este modo, la clasificación de la 
ocuaciones de segundo orden, expuesta más arribo, es invariante 
vespeco a las tranformacionos suaves biunívocas no, dogueradas 
de las variables independientes. Esta circunstancia puede ser apro- 
veda para simplificar Ja eeución (1) 

“Tomemos un punto arbiteario 2 € Q. 


















Sabemos que para la matriz 





A (2%) oxisto otra mat degenerada 7 == 7 (2%) =I) t.yil, tal que 
As % 
+T. 
TAM) TA (2)=! +1 — - 
it 0, 
o o 


Realicomos la sustitución lineal de las variables independientes 

sm T (2%) x. Como la matriz lacobi de esta sustitución es igual 

4 T, entonces, como resultado de «ormación, la ecuación (1) 

» apo = h (a e -.. los ope tes de 

sivadas superiores os lgual a PA (2) 7%. Eato significa que para 
m2 la conación (0) Cómo la forma, 


Dag +++ Di 1, Pond 


“donde la fanción F, mo dependo do las sogundan derivadas do la 
función o. Esta se llama forma canónica de la ceuación (1) en ol 
punto e 

"De esto modo para cualquier punto z == x* £.Q puedo indicarso 
una transformación línea] no singular de las variablos independientes 
uo para x == 2? reduco la ocuación (1) a la forma canónica. Como 
Je transformación depondo sólo de los valores do los cooficiontes que 
tienen en (4) las derivadas superiores para 2 = 22, entonces en al 
caso cuando estos ooficiontes son constentes en Q, a transformación 
lineal determinada reduca la ecuación (1) a una forma canónica 
en todo punto del dominio Q (dentro del dominio 0). 












Fr 








$ 3. Planteamiento 
de algunos problemas 


En esto párrafo vamos a examinar algunos problemas físicos 
que conducen a los problemas para ocuaciones diferenciales en dori- 


vadas parciales. 
Y: Problemas de equilibrio y movimiento de una membrana. 


$ 3. PLANTRAMIENTO DE ALGUNOS PROMLEMAS s 





Consideremos un problema que tiene por objeto encontrar la 
posición de equilibrio de una membrana (película elástica fina), 
Que se encuentra bajo la acción de cierto sistema de fuerzas. 

¡pongamos que en cualquier posición admisible la membrana es 
una superficie, ubicada en el espacio (2, u) = (2 Zu 4), que se 
proyecta univocamente Sobre cierto dominio Q del plano 2,02, y que 
Edad por Ta neiación (o) 2 EQ, en la que ufo) ona 
función de la clase C* (9). Convengamos en lo siguiente: si u= 
e= w (2), z €, caracteriza una posición admisiblo de la mombrona, 
cualquier otra posición us u (2) se obtendrá de la posición uu = 
ye; diendo cada puto de a menbrna paralolamente 
al ojo Ou. 

Supongamos que la fuerza exterior que actúa sobre la mombrona 
es paralela al ojo Ou y tiene una densidad continua /, (s, 4) igual 
a 16) — (e) u (la membrana se encuentra bajo la acción de lo 

rra extorior de densidad / (2), z €Q, y la fuerza de resistencia del 
madio elástico cuya densidad, igual a —a (2) u, es proporcional al 
desplazamiento y do signo inverso al de éste; a (2) >0 08 ol coofi- 
cionte de elasticidad del modio). El trabajo de la fuerza indispon- 
sablo para desplazar la membrana de la posición q (2) a la u (2), 
será igual as 

so 


[1 artuáo— [[rentcr=rco)— 
de 3 


(o) eta) az. 


Pero la membrana es, además, accionada por la fuorza interior de 
elasticidad. El trabajo de ésta para desplazar la membrana de la 
posición y (2) a lo u (2) es 


| e) TFTVP—-VI+TV0 M1 de 
e 


(el trabajo de esta fuerza reducido al elemento (25, á + Am) x 
Az) de Q es proporcional a la variación del área de la 
Sa do aquella parta de la membrana que to proyecta sobre 
citado elemento; el coeficiente k (x) >0 se lama tensión de la 
ombrana). 

'Si en los puntos del contorno de la membrana está aplicada una 
fuerza cuya densidad lineal se expresa por g,(z, u) =£, (2) 
toa foto >0 es el coofciento de la fijación olástlca del 
contorno), el trabajo de esta fuerza necesari a desplazar la 
membrana de la posición q (z) a la u (z) es igual a 


MO (0) (me (2) ds. 
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De este modo, la energía potencial de la membrana on la 
posición u(2) será 


Uli 2004 | [eco TIVA —V FW + 
+09 ]as+ $ [Pare 9] ás, 
e 


onde U (y) es la energía potencial de la membrana en la posición q» 

Con el fin de simplificar el problema supongamos que ol gra 
dieta de la función u (2) es pequeño en todas las posiciones que 
puede ocupar la mombrana y despreciemos los términos del ordon 
[Vu |*. En este caso la energía potencial de la membrana en la 
posición u se expresa del modo siguiente 


Uv | [3 aver—Iven+ 











HE 9) d+ [e-m-a-0] ds. 
SI u es la posición de equilibrio de la membrana, de acuerdo 


con ol principio de los posibles desplazamientos, el polinomio 
(respocto a 1) 


P0=0 (uo) 
0 (0)+1[ | (evuvo+auo—/o) d+ | (oyo—e0) 48] + 
E se 


+5 [Urmeranae+ fauas] 





pora £ = 0, un punto estacionario, cualquiera que sea y dentro 
de los límites admisibles. Por consiguiento, LU =0, es decir, 
ra todo € C*(Q) la función ASA describo la posición de 
Hibrio de la membrana, satistaco la sigutento identiánd integral: 


j (Quo + aun) de + $ cons | 1áz4 | so4s, Ú) 
e 
Sl ol entorno de la membrana está inmóvil (ujeción rigida) 


todas las posiciones admisibles de la membrana satisface a condi 
ci 





ue loq = loo e 
En esto caso la energía potencial de la membrana para wma posí- 
ción arbitraria u es igual (siempro que so desprecian los términos 
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del orden | Vu |) a 
Ul=0(0+ í Favre +F—4)-1(0—0)] és. 
Sea u la posición de equilibrio de una membrana fijada rígida- 
mente, Entonces, para toda y €C* (Q) que satisiaga la condición 
vlg=0, (8 


la función u «+ to sutisfará la condición (2), cualquiera que sen £. 
Por lo tanto, para todas las y de este género el polinomio 


PU 040 (+ | AV e fra 


+5 í 0e| Do au) de 


tiono mínimo cuando £ == 0. Esto significa que para todos los y € 
€ C1(Q) quo satisfacen la condición (3), la función u (2), que describe. 
% posición dela membrana fijada ráidamento,etifco la Identíd 
integra! 





lods. 6 





Í (YUVo + au) dem Í 


En el capítulo V mostraremos que en el caso de que los funciones 
K, a, Oy fa £s (0ncluso qee, si la membrana está fijada rígidamento» 
están Sujetas a ciortas limitaciones, Jas identidades integrales (1) 
y, (determinan las únicas Ivacionta (. siempre qe so cumpla 
ja condición (2). Adomás demostraremos también que si el contorno. 
BEA ds BA e al espa 
cio C* (0). 

Do inmediato, on lugar de las condiciones integralos (1) y (4) 
hallemos las condiciones locales a las cualos debo satisfacer la 
función buscada u (z), suponiendo que u (2) € C* (0), % (2) € C* (0) 
> a()EC(O, at) EC(, EC (0) PE 

Como, según lo fórmula de Ostrogradski. para cwalquier v € 
eco 





[ivemás=— 5 vátrprmde+ [ees, 
á a 


las Identidades (1) y (4) pueden sor de nuevo escritas, respectiva- 
mente, de la forma 


í (div Yu) au + pudo (1 LE 001) 0d =0 (1% 
e 
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fa liv (kYu)—au + f) vd = (4) 


Dado que la función div (4Yu) — au + f es continua, de la identis 
dnd (4) so desprende la Igualdad 


div (yu) — au + 40, 260, (0) 


la cual, junto con la condición límite (2), mos proporciona las condi- 
«ciones locales buscadas a las cuales debe satisfacer la función u (2 
si la mombrana está rígidamonto fijada. El problema de hallar 
solución de la ecuación (5) que satisfaga la condición límite (2), 
se llama primer problema de contorno (problema de Dirichlet) para la 
sccunción (5). 

Ya que en la (1') v (2) os una función arbitraria de C* (0), enton- 
«ces, en particular, cuando v satisfacen la condición (3), oblenemos 
«que u (2) también satisface, on esto caso, la ecuación (5). Por consi- 
guiente, la identidad (1”) puede escríbirso de nuevo del modo sigalento: 


[Ura—a)vis=o. 











Puesto que para cualquier función de Ct (4Q) existe una prolon- 
gación 5.0, pertansciento a Ct (0) (véase p. 2, $4, cap. 111), de la 
¡ltima idontidad so desprende la condición límite 


pole (6) 


donde a=0y/k > 0, geo 

El problema on que se busca la solución de la ecuación (5), que 
satisfaga la condición límite (0). so ¡lama (ercer problema de contorno 
oral scnación (3): Cuando o xD, el acer problema de cntamo 
ova el nombro del segundo problema de contorno (problema de Neu- 
“mann). La condición límito tieno en oste caso la forma 


Solas Mm 


Do este modo, la posición de equilibrio de la membrana so descri- 
“bo por la solución de la ecuación (5) que satisínce cierta condición 
Jmito. La ecuación (5) es de tipo elíptico y se llama ecuación de 
equilibrio de la membrana. 
Examinemos ahora el problema del movimiento de la mebrana. 
Sea que la función u (z, £) caracteriza la posición de la membrana. 
n el instanto £ de tiempo. Entonces, las funciones u, (2, 1) y 











un (2, 1) (se supone que estas derivadas 
velocidad y la aceloración de la membrana on el punto z € Q. La 








posición y la velocidad de la membrana en el instante (inicial) £= fa 
están profijadas, es docie, 
Ulme=w (2), =E0, (6) 
tela) Ed (o) 


Las condiciones (8) y (9) se llaman iniciales. 

e acuerdo con l principio de d'Alombert, la ecuación de movi: 
miento de la membrana es equilibrio (5) en la cual 
/(a) está sustituida por la función —p (2) uy +/ (2, 1): 


div (K9 qu) — au +1 (2, 1) — p (2) 15 == O, 





zE0.t>te (10) 


¿Aels 0.6 use esla densidad dela fuerza de inercia enel pun 
to z; p (2) >0, la densidad de la membrana en ol punto z, y f(x, 1) 
es la densidad do la fuerza exterior dependiento, en gpoeral, de 1). 

Igual que on ol caso estático, las condicionos límitos tienen la 
forma (2), (6) 6 (7) (sogón sos al régimen dado en el contorno 90) 
y so cumplen pora todos los valores do tiempo ! > ta que so consi- 
dean; Las problemas eo queso buscada solución de 1 seuación (10) 
para lr condiciones (2, (3). (95 0, (9. (0; 6), 0), 0) e lara, 





;pectivamonte, primero, segundo y tercer problemas mixtos de la 
senación (10). 
De osto modo, ol movimiento do la membrana se describo por la 





solución de la ecuación (10) que satitaco las condiciones inicios 
y elertas condiciones límites. La ecuación (10) os hiporbólica (en un 
espacio tridimensional) y se denomina ecuación de movimiento de la 

En el caso de una membrana extendida infinitamente (0 = Ry), 
la función u (z, 6), que describe el movimiento do ósto, satisface 
las condiciones iniciales (8) y (9) y es una solución de la ecuación 
(10 ) para todos los x € Ra y £ > ty. Aquí decimos que u(z, £) es 
da de ell Jal! (Oc de DN] 0 0 
ción (10). 

Si los cooficientes en las ecuaciones (10) y (5) son constantes: 
K(2) mu k, p (2) mu p y a (2) == 0, entonces las ccnacionos se Jlaman, 
respectivamente, de onda: 














. 160, tot a E, 00) 
y de Poisson 
su—8, eco. 6) 
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En el caso de una variable espacial la ocuación (10') tieno Ja 
forma 





zc(a, Ph. tte (0) 


Esta ecuación describe el movimiento de vna cuerda dispuesta 
sobre el íntervalo (2, $). Cuando 2 = (£,, Zp 24), la ecuación 


LILA 200. 1 0) 


describe ol movimiento del gos en el dominio Q Ul función y (x, 0) 
caracteriza, por ejemplo, pequeñas desviaciones de la presión del 
gas, respocto a la presión constante, que se observan en el punto 
€ Q en el momento 1). El número a, en este caso, es la velocidad 
de propagación del onido en el pas. 
blema de difusión del calor. quo una sustan 
cia que se encuentra en el dominio tri 30 caracteriza 
por la densidad p() 20, la capacidad calorífica € (2) >0 y por 
el coeticionte de conáuctibilidad térmica %(2) > 0. Dosignemos 
modianto u (z, £) la temperatura en 0) punto z € O en e] momento 
Sea que lo temperatura eu el momento inicial £ == £, es conoci 
ule limo =y (760; 00) 

so requiero determinarla para £ > £a. 
Soa Q” un subdominto de Q. Én conformidad con la loy de Newton 
la cantidad de enlor que pasa por el contorno 90, al dominio Q' 
duremto el intervalo de tiempo (6, £), lo 2% < fp 6s Igual A 


ti — Bu! 




















PER 
fa rotas 


donde n es uma normal a 20”, extarior respecto de Q* 
Si en el dominio Q hay fuentes de calor de la densidad conocida 
1, 0, el incremento de la cantidad de calor en Q* durante el tiem 
to) será igual a 


fajro nes ja jas 
y, por tanto, la ecuación del balance térmico en Q* tiene la forma 
% 2 
Ja ro zzas+ [a] 16. nde= 


=j (20 (2)(u(z, t)—u (2, 41) de. 
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a 
“Tomando on consideración. la! Hat, y valión- 
dose de la fórmula de Osteogradsk!, obtenemos 


ju lero saco ma —1000]Jue=o, 


Sila función integrando es contínua en Q, on virtud de la arbitra- 
riedad del dominio Q* y del intervalo (t,, £4) la Última igualdad 
es equivalento a la ecuación diferencial 


elo)o (2) F—div(k(2) Vul=f(2, 0, 260, h>te (12) 


Esta os una ocuación del tipo parabólico (en el espacio do cuatro 
dimensiones 21, X5, Za, 1). Cuando las funciones e (2), p(2) y K(z) 
300 constantes, la ecuación (12) se llama ecuación xlón del 
calor: 


Fr 2, (12) 


en la que a 


Subrayomos que la ecuación (12) sólo es válida para los puntos 
tatoriores del dominio Q y sólo enando £ > fa. El compartamiento 
de la fanción u (2, £) para £ == £, so profija por la condición infelal 
(11), y tiono que sor dado adicionalmente para 2 € 20. So impono 

las condiciones do un problema físico concreto que establece 
EeSigazón térmica entro Q Y el medio exterior. 
so más sano soda la temperatora (5, 9) on ol com 








torno 

Ula=fa(s, 1) 9) 

para todos los valores de £ que se consideran. Entonces, la tempera 

Sara será descrita por la solución u (z, £) de la ocuación (12), q 
satistaco las condiciones (11) y (13). 

Si se conos la densidad qu (1 del flujo térmico que pasa por 


el contorno 4Q, la condición límite, de acuerdo con la ley do Nowton, 
tondrá Ja forma 








032 y mootz 0. cu) 


Si so conoce la temporatuca ua (z, £) dol medio fuera dol domi. 
alo Q, mientras que la densidad dal flujo térmico gs (2, 1) por ol 
contorno 30 es proporcional a la diferencia de tomperaturas 
u bo Y 4 log» entonces, la condición iímite adquiero la forma 


debo qm us) 
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donde k, (3) > 0 es cl coeficiente de intercambio de calor entro el 
cuerpo án cuestión y el medio. 

Los problemas en que se determinan las soluciones de la ecuación 
(42) en las condiciones (48), (13) (11). (14); (44), (13) so llaman, 
respectivamente, prúmero, segundo y tercer problemas miztos pare. 
la ecuación (12). 

En el caso en que la sustancia Mena 1odo sl espacio Ras Q = Rin 
la temperatura w.(z, ) satisface la ecuación (12) cuando £ > fa, 
y ln condición (14), cuando £ = 1,. En este caso suele decirso que 
u(z, 1) es una solución del problema inicial (problema de Cauchy) 
para la ecuación (12). 
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A 
dos dois » unción (o) perteoeos a.C (910) 
o O ilaiendo en 92 y 0 eecación tines 


SS mu! a 
0, e del wo 


son clientes centimos 8 0 y un tino Mepenslnte, Demuésreso qe 
a evafquir entorno 10 de lerta punto función w 12) 10 partoneco 
Edo pto e anto ecrctrbsic jara la canción Y 












paso que en el Jomint 
linaal de pio ac on coeficien 
fmás, Jasmin o. Pa 





Sada par aca soma 
sa ica e ld) de ció qu 
y a anclas 

torna dar pato 5 una oción “ica en da class 


(O colado en un dominio Q una eccació nea! desegundo erden con cos 
ciento nto!” Po 
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CAPITULO IL. INTEGRAL DE LEBESGUP 
Y ALGUNOS PROBLEMAS 
DEL ANALISIS FUNCIONAL 


$ 1. Integral de Lebesgue 


El concopto de integral y el de función intograblo, ostrechamento 
relacionados entre sí, constituyen las nociones principales del análisis 
matemático. Estos conceptos, en el proceso de su desarrollo, han 
sufrido considorablos cambios, como lo exigían las ciencias aplicadas: 
y los propias matemáticos. Si la resolución de unos problemas reg. 
ía sólo sabor integrar fanciones contiauas 0 incluso analíticas, para 
resolucion otros problemas se necesitaba ampliar estos conjuntos 
y, a veces, considerar un conjunto de todas las funciones intogrables 
según Riomann, Es más, para la descripción matemática de algunos 
tonómonos resulta insuficiente rico» inclusivo ol conjunto de funcio- 
nes integrables según Kiemann. Es natural que dicho conjunto 
Tosultó también insuficiente para les mismas motomáticas. 

En particular, se Joga describir aproximadamente algunos pro- 
casos pur medio de una sucesión de funciones «buenas» Ja (2), k == 
m= 1, 2, . . . respecto de la cval sólo podemos afirmar que us conver- 

e en ciorto sentido integral. Así por ejemplo, la sucesión /a (2), 

=1,2, ..., puedo poseer una de las siguientes propiodad 


S Uff 1d2->0 cuando m, k==co (lo fondomental de lo 


sucesión radica en la media), | (1 — fn)* dz->0 (lo fundamental 
está en la media cuadrática) o, en los casos más complejos, tiendom 
5 integrales que contienen derivadas de las funciones (lo. 
fundamental según lo energía). Estas propiedades (en particular, 
en el segundo caso dondo se trata de lo fundamental en la me 
eundrática) de por sí pueden no garantizar la convergencia en el 
sentido común, es decir, la sucesión puede no convorger en ningún 
punto, No obstante, so puedo mostrar (lo haremos más abajo) que 
existe una función, única on cierto sentido, hacia la que esta sucesión: 
converge (en la media cuadrática). En el caso general la función 
citada no es integrable según Riemann, por lo que en la definición 
do convergencia Ja integral se debe entender en un sentido más 
“amplio, es decir, en el sentido de Lebesguo: 

1. Conjunto de medida nula. Un conjunto Ec Mi, se lama 
conjunto de medida (n-dimensional) nula, si se puede cubrirlo con un. 
sistema numerablo de eubos abiertos (n-dimensionales) en el que lo 
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suma de volumenes (volumen sumario) os tan pequeña como se 
“quiera, os decir, respecto de cualquier a >0 existe un sistema núme- 
rablo de cubos Kj, Kyy «+, tal que ses ES Ú Ki y ol volumen 
sumario de los cubos e 





ÍA 1<e, dondo | K+| os ol volumen del cubo Ki, 11,2, 200 + 


Do la definición so desprende directamente que un conjunto com- 
puesto de un número numerablo de puntos es un conjunto de medida 
“ula. La intersección y la unión de un número numerable de con- 
Juntos de medida nula os un conjunto de modida nula, Los superficies 
suaves de Jrósima dimensión, L<», es también un confonto d 
mula. 

continuación nos será Útil el criterio siguiente. 

1exa 1, El conjunto E es un conjunto de medida nulo, si, y sólo 
1, para él existe tal cubrimiento por un sistema numerable de cubos 
de volumen sumario finito, con el que cada punto resulta ser cublerto 
por un conjunto infinito de estos cubos. 

Supongamos, al principio, que el cubrimiento de que so trata 
en el loma £ oxiste, Excluyondo de éste un número finito de cubos 
de volumenes máxiinos, so puedo conseguir que el volumen sumario 
del cubrimiento restante sea tan pequeño como se quiera, Esto 
certifica que E es un conjunto de medida nula. Viceversa, sí E es 
'n conjunto de medida mua, se puedo cubrirlo por un número nume- 
rablo de cubos cuyo volumen sumario sea inferior a 2-4, cualquiera 
que sea al número satero le >1. El cubrimiento necesario 0 obtendrá 
al rounic estos cubrimientos respecto de k=4, 2, 

Si alguna propiedad se cumplo para todos los puntos x de cierto 
conjunto G, a excepción, quizás, del conjunto de medida nulo, se 
dico que esta propiedad so cumple en casí todo punto z E G (en c.t.p) 
+ casí siempre. Así, por ojemplo, la función de Dirichlet x (+), que 
es igual a 1 on los puntos cuyas coordenadas son todas rocionalos 
y es mula. on todos los demás puntos, as igual a cero en 0.t.p. de Ra 
0 casi siempre en Ra. 

Sea Q un dominio del espacio Ry. A la par de las funciones defi- 
vidas por doquier en Q (os decir, funciones que asumen un valor 
finito ón cada punto de Q) examinaremos también las funciones 
definidas on casi todo punto de O (casi siempre en Q), es decir, 
funciones cuyos valores no están definidos en los conjuntos de medida 
mula, con la particularidad do que las funciones f + g, (-£ (/ y 209 
tán defínidas casi siempro) están definidas en aquellos puntos en 
los gue están dfinidas ambes funciones y £- 

. Funciones medibles. Ses Q un dominio del espacio R,. La 
sucesión de funciones fa (2), ke = 1, 2, - - ., (definidas casi en todo 
Punto de Q) se Mama convergente en casi todo punto de Q, si casi 
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para, todos los 2? € Q la sucesión numérica de valores de estas funclo- 
nos tieno en el punto z* un límite (finito). La función / (2) so llama 
lonite de la sucesión, convergente en cast todo punto, fate), k= 1, 
Mas ¡LSO LO cas siempre ea O cunado => 2 si para ssl 
todos los 22 € Q se tiene lim Ja (2) =/(27). Es obvio que si las 
funciones / (1) y g (2) son los límites para cierta sucesión do funciones 
convergente on casi todo punto, ellas coinciden en casi todo punto. 

La función / (2) so llama medible en Q, sl es el límite para una 
sucosión de funciones de C((), convergente en casi todo punto. 

Tadiquemos algunas propiodados obvias dela funcions modibls. 

De la dofinición se despreado que la función f (2), perteneciento 
a C.(Q), es mediblo. Una función arbitraria / (5) de € (0) es también 
mediblo, dado que puede ser representada en forma del límite para 
una sucesión do funciones de C(Q) convergente on Q: f(2) == 
= lim /(2) Ea (2), donde Ea (2) es una función cortante para al 
dominio Q (vénse ol cap 

Una combinación lineal arbitraria de funciones modibles es una 
tunción modible; sí f, y /a son modibles, la función /,-/y, os medible 
somo también sorá modiblo la función 2, stempro quo so suponga 
adicionalmente (2) /+ 0 on casi todo punto, Junto con / es 
Sumbién mediblo la: función ||. Las. fncionss “max” (1(9) 


y mía (/1(=)) son medibles, al lo son f, fa. En el punto 7 


domostraremos que si una sucesión de funcionas medibles convorgo 
en casí todo punto hacia cierta función, asta última es también 
madibl. Por oso, st ls funciones sup (/a (3) = lim max (1 (2) 


VIA) = Jm mie (o) so ias slo pata 


serán modibles, siendo mediblos f., fa... 

La derivada de una función medible, sí es que existo en casí 
todo punto, s medi 

3, Sucesiones monótonas de funciones. 

Examinaromos con frecuencia sucesiones monótonas no, dere= 
cientes (no crecientes) en casi todo punto de O. Ja (o) ka 11 2, e 
do funciones medibles, es deci, euoesiones pata las cuals en as 
todo: punto de O tienen lugar las Igualdades Jrss (9 > fr (0) 
Unes (2) < fa (2). cualquiera que sea k> 4. Si anta! succión de 
funciones es acotada en casi todo punto (es decir, para casí todos los 
2 € Q la sucesión mumérica fa (2%), k == 4, 2, colada), será 
convergente hacia cierta función en casi todo punto. Introduzcamos 
las siguientes designaciones: /a en casi todo punto puta Los 03, 
si la sucesión es monótona no decreciente, y Ja $ on Casi todo punto 
para Je=>0o, el la misma es mondiona no Lroclnte 


amos 
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Designemos con Ay = Ay (Q) el conjunto de todas las funciones 
cada una de las cuales es límmito casi siempro (en Q) para una sucesión 
monótona no decreciente de funciones de C (0) con una sucesión 
acotada (por arriba) de integrales (de Riemano). 

Sen (02) una función arbitraria de Ay y Sen fala), ko 
=1,2,... una sucesión monótona no decreciente de funciones 
continuas en (, convergente casi siempre hacia f (2), con una sucesión 
acotada” de Integrales. La cota exacta superior del conjunto 


LS lato de, E =1,2,..-) so denomina integral de Lebosguo 
de la función f (2) € 
010 $ Ydz oy $ Sato de ln [a tards. 0 








Demostromos que si la función f (x) pertenece a la clase Ay, enton= 
cos para toda sucesión monótona no decreciente fa (2), Ema 4, 2, . 
de funciones de C (7), convergente casi siempre hacia f (2), 
añón do Intogeales es acotado y pora cualsquera dos tcanonts a 
ki, 2. (a, k=1, 2 
des, map | fade == sup | fadz, es decir, la integral de Lebosguo 









(de 1a función de Ay) no depende de la elección de la sucesión de 
aproximación, 

Antes de demostrar esta afirmación mostremos que sí (a (2), 
km 4, 2, ..., es una sucesión arbitraria de funciones de C (0) tol 
que /a 4) casi siempre cuando k=> 00 y $ (2) > 0 en casi todo punto, 


entonces sup | fa dz >0. 


Supongawos que fa (2) 47 (2) en casí todo punto 
"Tomemos arbitrariamente un, e > 0. Un conjunto £ de puntos «n 
los cuales o bien Ja. k =1, 2, . . . no convorgo hacia la función /. 
o bien $0, os un conjunto de medida nula. Por eso, puedo sor 
cubierto por 'un conjunto mumerable de cubos abiertos (K 1= 
io aifó, Toluoen sumario, menor que, e. Designamos 
con 'K la unión de todos los cubos de este cubrimiento. Ps 
punto FEO fu (2%) 41 (2) >0 cuendo k-==00, por lo que 
oxiste_W == Ñ (29) tal que fa (2%) >—e. Como la función fy (2) € 
€C (0), la última desigualdad se cumplirá también en la inter- 
sección Us» (1 Ú del conjunto Q con algún cubo abierto Us» con 
centro en ol punto 2*. A causa de que la sucesión es monótona en 
U.s (1 Q, tienen tembién lugar las desigualdades fa (x) > —e, cuol- 
quiera que ses k>N. Lo totalidad de conjuntos abiertos 











Ja leo 0. 
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(0, 203 KJU (Ko 1=1,2,...) cubre el conjunto O, 
y como este último es cerrado, so puede extraer del citado cubri- 
miento un subcubrimiento finito Us, ..., U,t, Kg 


Dosignemos por XA” la unión y K;y, Dado quo |K'|<e, y, adom: 





extete al Ns que para todos los 2ED=X (Usd 0 > 
cualquiera que sea 4> Vo, entonses para tales ke 


] tandem $ ta tás+ hini> 





> —e 0-14 1e=e(—|A 110, 
dondo 1 Q | os ol volumen de Q y A, = min / (2). Por ser arbitra= 
rios >0, de osta desigualdad so obtiono la desigualdad requerida, 

al una función arbitraria do A, y fa (2), k== 1,2, . 
«< fhtH on casi todo punto cuando A—> 00, una sucesión 


funciones de € (0) para la cual la sucesión do integrales es acotad: 

Tomemos una sucesión arbitraria f; (2), k == 2. do funcione 

neciontes a C (0), tal que f(x) $/(z) en casi todo punto 
> 09. Mostremos que 


Jun [5 fade. 














Esamisemos la sucesión fa—=fa, kmmd, 2. ndo m arbi- 
trario. Ya que para k=r0o fa—fa 4 /—fa:>0 en cosi todo punto 


do Q, entonces la [UI Jin [de | tudo. Por 
. dl 





consiguiente, la sucesión Í fadz, mm1,2,..., 08 acotada y 


lim | fude<lim [ /a dz. Como la desigualdad inversa es, oviden- 


temente, lícita, la afirmación queda demostrada. 
Por analogía e demuestra que el Los funciones Y y £ pertenecen 
OPS Ora call dado Dentales 


Ly | tar) $ gdz. 
a E 
Efectivamente, sean /a(2), k=1,2 


siempro cuando k—= co, y 8 (2), k == d, 3, 
siempre cuando k > co, sucesiones de fun 








ha (2) 41 (2) casi 

Seo elo 
de C(0). Pora m 
se 
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arbitrario, cuando 4» 00, Ja (2) — £n (2) 440) — £n (0) >/ (9 
—e(£)>0 casi siempre en Q, por esta razón Jim | (gn) dz = 
mé) 


— pde pao, 6 dt. pr ciu m | ue 
= 4 


<lim | fade, y, por lo tato, Jm | ende | tada lo que se 


trataba de establecer. 
De la dofinición se desprende diroctamonto que si las funciones f, 
Y /, Portenocen a A, entonces para cualesquiera constantes no nega= 


vas €, y Cs la función Cif, + Cala pertenece a A y (2) A) (Ch + 
+C4) dr ON hide +00 $ lud adomás, a la clase 


da purtcnaces tambn las tonces max Us (%, fo(0) y ma 

* 'Tomemos wn cubo quo contiono el dominio Q y cuyas aristas son 

paralelas a los planos coordenados: por medio de planos paralolos 
As aristas do1'cubo dividámoslo en un número finito de paralolo- 
pípodos. La intersección no vacía de un paralelepípedo abierto, 
obtonido como resultado de la división, con el dominio Q la amare" 
mos cólula (de la división dol dominio Q) y la totalidad de todas las 
células, división II del dominio Q. La función mediblo / (2) so llo 
mará escalonada en Q, si asumo un valor constanto dentro de cada 
célula do cierta división II del dominio Q. 

Una integral do la función escalonada 20 comprenderá, por 
supuesto, como suma de los volúmenes de todas las célu 
mlapiados por el valor do la función on la cólula corcospon- 

iento. 

raia 2. Para toda sucesión monótona no decreciente fa (2), k = 
=1,2,..., de funciones de C (Ó) existe una sucesión monótona 

o dereienio e, ca todo ARIS oyó funcions 
esca a! que casi slempre fa dB y que 
todo pus PO RO e Os cando hm. 

anio la collculdad vbilocos de la función /a (2) existo un 
múmoro 84 >0 tal que 1 fa (4) —fa (2) 1-<22 para cualosqui 

tos 2”, 2" €, para los cuales Jz" —"1<8,, ke =4, 2, 

ignemos mediante IM, la división del dominio Q en la que al 
Aiámotro do la célula máximo os <S,. La función escalonada f, (2), 
¿uesn cada cála Xd la división les igual alnómero min 41 (5), 


la siguiente propiedad: 0 <f 2 aro cast 
Pd A ds la laca de a aid Te 
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construyamos otra división, Jl,, en la que el diámotro de la cólula 
máximo es <8,. La función lonada f; (2), que en cada célula K 
de la división N, es igual al número min fea) stilo, para ca 


todos los z € O, los desigualdades O <Y5 (2) — £, (2) < 2, Además, 
casi siempre 6 0 (2) > fi ()- Cntiniando eto proceso, obtedro- 
. a cualquier k > 1, la dis Ll, del dominio Q y, junto 
una fanción escalonada f5,(2) que posee las siguientos pro- 
pu 0<hl)—£(<22 4 <f.s (2) para casi nodos 
os = 0. Por consiguiente, en casi todo punto de Q/; (3 <Ja (2) 
'slempro en Q existo y es igual a cero el límito de la sucesión 
LO—=k (kon ds 2 PL loma. quedo demostrado, 
osa 2 Para toda sucesión monótona no decreciente en casi todo 
punto de Q fi(a), le =1, 2, . .... de funciones escalonadas existe una 
“sucesión monótona no decreciente a (2), k= 3, 2, ..... de funciones 
€.(Q) tal que en casi todo punto fa (2) < fi (2), y en casi todo punto 
h (2) 0 cuando k= eo. 
Es obvio que basta demostrar esta afirmación para el caso em 
ue la función f, (2) >>0 en casi todo punto. 
Examinomos una función /2 (2) (del hecho de que /; (2) >>0 en 
casi todo punto se desprende que casí siempre fí > 0) y $0a que 
la división, que a ella correspondo, TI de cierto cubo que contiene 
el dominio Q (designemos por ss la longitud de la arista do esto cubo) 
so compono de m, cólvlas (cuando la división IT, del dominio Q, 
<orsospondiente a la función Ja, está compuesto 4 lo sumo de m 


cólulas). Tomemos 6% =min (P, AR pr) » dondo a, os "la 
longitud de la menor de las aristas de todos los paralolepípedos que 
forman las cólnlas de la división Ti, y sea (2), 0 < Ha 1 
Wi Honción oran de (odas la sirenas. “pto $) parla 
p-ósima célula de la división M; (6, está ologida de tal monera 

sl volumen sumario de la intersección de los paralelepípedos, en los 





























que a Ya (2) < 3, con el dominio Q no supere a 2%). 


Dosignemos por Ya () Ja función fi (2)- dal Es fácil 


funció pa (2) ECO, qa (2) <a (2) casi siempre, 
Via lio pento 10) 2 Gao E cuando lo se Entontas, 


las funciones fa (2) == E (2), continuas en Q, satisfacen casí 


siompro las dosiguald: <A k=4,2... y en casi 
todo. punto fa (2) —/a (2) > 0 cuendo k- co. El Jema queda 
demostrado. 

e Do Tos lomos 2 y 2" so deduce directamente la silente airma- 
ción. 
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nt que ceci Ta mio (oben en caldoso un hac 
Pe exista la sucesión en casi todo punto hac 

Esa: función y. además, monótona no decreciente en casi todo puni0) 
lo. E=4,2,.... de funciones escalonadas con una sucesión 


“acotada de Integrales. tad id A 


¿ 

tama 3, Una sucesión monótona no decreciente de funciones de € ( 
on una sucesión acolada de integrales converge en casi todo punto de 

Del loma 2 se desprende que pata demostrar el lema 3es sull- 
cionte establecer la validez de la afirmación siguien! sucesión 
Tas k =1,2, . . . de funciones escalonadas no es monótona decre- 
lento on casi todo punto y la sucesión de sus integrales es acotada, 
qponess la sucenón a, E 4,9, conrega a cal todo punto 

e 0 

Cubramos el contorno 20 (90 € C!, véase el capítulo 1, Intro- 
ducción) por un número finito de cubos cerrados Ay, - - ., Ky, cuyo 
volumen sumario es suficientemente pequeño, de Lal modo Guo el 


conjunto Q! ETS sea un dominio. Está claro que es sufí- 


o mostrar que la sucesión fa, == 4,2, :btona no decre- 
<ionte, de funciones escalonadas converge en casi todo punto del 
poliedio Q. 

Examinomos una fonción arbitraria fa (=) do esta sucesión, 
suponiendo que Il, es una división del poliedro Q” que corresponde 
a dicho función. 

Designomos por S la unión do las aristas de todos los poliedeos 
¿gui ontran siquiera en una de las divisiones Tp, e =1,2, + ., y pora 
la totalidad de todos aquellos puntos x del conjunto 47<S en los 
qu la mesón mum ale 1,8, 0 20 0d acta. 

1mo $ es un conjunto de medida mula, será suficiente mostrar que E 

medida ul 
O arbitrario y sea Ea.. un conjunto compuesto 
(de un númoro fínito) de cólulas de la división IT, en las que fh (2) > 


>1/e. Puesto que 0>[Aim4>1A OI 185. l. dondo 




















y es ol valor mínimo de los que asume la función /,(2) on las 
<ólulas de la división M(fa(P)>41 en casi todo punto de Q), 


entonces [8s.e[<e(C+1 411101). Dado que =D Eh. =81.0U 


Ufa. 8.) el conjunto 8 está cubierto por un sistema nu 


merable de poliedros, no siendo el volumen sumario de éstos superior 
ae(C sie 110 ), ya qua, en virtud de la monotonía en casi todo 
punto de la sucesión Ja (+), £=1, 2, - - ., de funciones escalonadas, 
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Bue nn. 85,) Es e culquiora que sos WN, y, por 
consiguiente 
E 
[Bue + 2 (E. Brel Es ee (04141101): 


Pero, en esto caso, el conjunto E puede ser cubierto también por un 
sistema numerable de cubos abiértos cuyo volumen sumario sea 
inonor que 2e (€ +14, 1 10). El lema está demostrado. 

'4. Funciones integrables según Lebesgue. Una función de valores 
reales /(2); dada en un dominio, se lama integrablo según Lobes- 
gue en el dominio Q, si puedo ser representada en la forma 


10-13-11, 10) 


donde /* y /" son funciones de A, (Q); con ello, uno integral de Lebos- 
gue de la función / por el dominio Q se determina por la igualdad 


A id UE 1) 





Mostremos que la intogral do Labesgue de la función f no depondo 
del todo de representar esta función en forma de la diferencia entro 
dos funciones de A, (Q). En afecto, supongamos que a la par con (2) 
tione lugar tombién la igualdad f =P —?”, donde 7 y 7" porte- 
econ a Ay(Q). Entonces, en casí todo punto tenemos /' + im 


=P +PEA y (vaso po 3 (1D fra+w Grs = o 





ss Ud por lo que (2) | jeta Jete 
E 
xj Tax. 
Designemos por A = A (Q) el conjunto de todas las funciones 
que son integrables en Q según Lobesgue. De la definición de A (0) 


so infiere que la función Cf, + Caf EA (O), si /(2) EA(Q) y O 
son constantes arbitrarias, £= 1,2. Con ello 


(Df (Oah + Cao dz =Ca(2) | fido +Co(2) $ fade. 
3 E y 





Una función integrable según Lebesgue es absolutamonto integra- 
blo según Lebesgue, puesto que si f =f' —J*, dondo f y f" perte- 
mecen a Aj, entonces la función |f | <= max (f, 1) — min /, f) 
pertenece "a A. Como la función Í es integrablo según Lobesgue, 
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también serán integrables según Lobesgue las funciones 
Pl) =mx (0, 0) LOLA 


Ft) =—min (4(2), 0) LAA 


mientras que la integrabilidad de las funciones , y f, se desprende 
Ja integrabilidad do las funciones 


max (fa (2), R)=F0 hhl+h+td. 
min (fla, A) = FU +11): 


Si la función f (2) es integrablo según Lebesgue y es no negativa 
casí siempre, entonces 


(1) j 1dx>0, (4) 


Esta desigualdad provieno inmediatamente do los resultados del 
punto anterior, dado que las funciones Y y f” (pertenecientes a A) 
on la tación (2) de la función / satisfacen, por condición, la 
desigualdad Y. (2) 7 (2) cast siempre en Q. 

o (4) se deduco que para cualesquiera dos funciones /, y /, de 
AQ), que satisfacon casi siempre la desigualdad /, (2) </4 (0), 
es válida la desigualdad 


| hér<() j hdz o] 








y, en particular, para toda función f € A (Q) tiene lugar la desi- 
gualdad 
[0 $ rar] [irás (6) 


Demostremos ahora el toorema de que el conjunto A (0) es 
cerrado» respecto a los pasos límites monótonos. 

ronema2 (B. Levi). Una sucesión monótona casi siempre de 
functones fa(2), £ =1, 2, . .., interables según Lebesgue en Q com 
una sucesión acotada de integrales casi siempre en Q converge hacia la 
función $ (2) que es Integrable según Lebesgue, entonces 


lim (2) í had fdz, m 








Es suficiente demostrar el toorema para una sucesión monótona 
no decrecionte. Cuando la sucesión es monótona no creciente el pro= 
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lora se duce al anterior, e decir, Basta cambiar el signo de todas 
Jas foncionas, Adomás. sin movoscabr la generalidad de razonar 
mientos, podemos considerar que las funciones Ya () 

E y De Eo 
sión fa(2), k=1,2 "deberíamos “considerar la sucesión 
No = ht), k =1,2,...: compuesta por funciones negativas en 
casi todo punto). 


Designemos con € la expresión sup fr de. 











Supongamos primoro que fa (2), k=1, 2, . ... es una sucesión 
monótona no decreciente casi simpre de Tuncionas de Ay 
sucesión acotada de Integrales de Levesgue. Mostramos" q 
sucesión converge en casi todo punto hacia la función / (2) 
con, Ja particalaridas de qué aquí tana Jugar da iguada 
ada k >> 1 tomemos una sucesión Jam (2) 4 
de funciones de CO, fanta) + fa (2) casi dt en Q cuan 
m-—= 00. Las funciones qu. (2) = max (im (2), md, 2, >>, Pero 


tonecen ¿5070 dera siguiontes propiedados: 
Eto Ilo para Gm 
da SS o ala): 


) [reef ladGC, 
















» [ito des | entndz pora km. 


Do a), 6) y ol loma 3 so infiero que cuando m—» co, gn $ / on 
casi todo punto de Q, donde f es una función de Ay, con la particula- 


á Qu dz = (L) | f dz. Pasando al límito para 








m--+ co on la desigualdad izquierda de b) y haciondo uso de la dos 
:ha de D), obtenemos que casi siempre en Q qa (2) < 
GhlO</(0 para todo k, de donde Huye que /a(2)11(2) cai 
siémpro en Q cuando k->co. Pasando en c) y d) al límite para 


marco, resulta que para cualquier k (0 | Massi | 1025 





SUR tudo, e deie (0) [ 1de— tum | fué. De este imodo 


queda demostrada la afirmación del teorema cuando JCA,(O)- 
Sea, ahora Ja (2), ke = 1,2, - - .. una sucesión arbitraria monótona 
o decreciente de funciones (integrables según Lebesgue) no negativas 


se GAP. ML INTEGRAL DE LEBESOUE. ANALISIS FUNCIONAL. 
casi siempre on Q con una sucesión acotada de integrales. Puesto que 
hiel) 


dondo gu (a) =f (2) ga (2) = 
funciones sa megativas ces siempro o intagrables sn Lebesguo, 
entonces para demostrar muestra afíriación basta mostrar que la eri 
¿2 Ea (2), formada de funciones no negativas e integrables según 
Esbesguo, en la cual la sucesión de integrales de sus sumas parciales 
es acotada, convergo casi siempro hacia una función intograblo según 
Tobesguo y dicha serio puede integrarse tórmino a término. 
E 
Ml —H2), dondo sí y 1h pertenecen a Ay, puedo consido- 
rarso que gñ(2)>>0 on cosi todo punto y (2) | gide<2* (para 








— fala) 12, 3, +, son 















poder hucorlo, en cierta represonteción 44 
sorá sulicionto sustitutr las funciones 24 y 





ño EA CA 
4 por las funciones 
MTRO hi £—Or, dondo D(z) es una función continua 
en Q (0, (2) <A (2) cosi por doquier) que satislaco la condición 
(1) | Maz 0,4 <2"); con ello, gi()>5i(2)>0 on casi 


todo punto. Así pues, para cualquier J=4, 2, 
a z 4 
Qe 2 24 












«on la porticularidad de que (2) | S) £:(21 dx <1, (2) í Y rindan 
. a 


Ñ 
=p A ar(2) d+ (1) í Y (0) dx<C+1. Según lo demostrado 
= 


= 
más arriba, la sucesión de funciones de Ay 2 gi(2) k=1,2,.0 
converge casi siempro hacta cierta fu (2) de 
sucesión 2452), A=1,2, -., converge hacia la función f(2) 





mientras que la 





» 
de A,, con la particularidad de que mí Zi [de y 


af E fait) | Pas, cuando k->co. Como, en este caso, 
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en casi todo punto Y) ga(2) 
función f, igual 2 Pf, es Integrable según Lobesgue y 
| S at (1) í J dz cuando m-=»co. El teorema está demos- 





—f, para k=00, entonces la 


o: 

Dol teorema 2 se desprende la siguiente afirmación. 

++ Y la serie Y, (Ly | x 
ia 

Xlfaldz converge, entonces en casi todo punto de Q la serte 


conoramo, SE Ja()€A(Q), de=1,2, 





3 fate) es absolutamente convergente (es dectr, casi siempre con- 
PA 


verge la sucesión S)l/n(2)], mo=1, 2, ...), y además, 1(2)== 
Eo] 


- MEsO) y (010 201 ház. 
a 

Haciendo uso del teorema de Levi demostremos el siguiente teo- 
Iotommua 3. Para que la función | (2), cas siempre no negativo 
e integrable según Lebesgue en Q, sea mula en casí todo punto, es nece- 
sario y suficiente que (L) Í f dz =0. 


Si /(2) =0 en casi todo punto de Q, 
sucesión fa (2), k 1, 2, de funciones, idénticamento iguales 
' cero on Q, posee la propiedad do que /a $ fen casi da fs 490 







cuando k=» co, Según la definición esto significa quo (1) | fdz = 0. 


Ala invorsa, sea (2) [fdz = 0. Entonces, (1) | kfdz =0 para 


cualquier k, Por consiguiente, según dice el teorema de Levi, una 
sucesión Ef (2), k = 1, 2. . .. monótona no decreciente casi siempro, 
tonverge en casi todo punto hacía una función (fínita casi siempre), 
lo que sólo es posible cuando f = 0 on casi todo punto. El teorema 
está. demostrado. 

5. Comparación de las integrales de Riemann y de Lebesgue. 
Si una función f (2) es integrable según Riemann (recordemos que 
a integral de Riemann se define sólo para funciones acotadas), on- 
fonces, como sabemos, oxisten dos sucesiones de funciones escalona= 
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des fiufis ko=1, 2,... (para cada k=4,2,.... a las dos funcio- 
nos corresponde la división II, del dominio O), fir k=1, 2. » 

es monótona no decreciente en casi todo punto, fa, k =1, 2, 
es monótona no creciente en casi todo punto, /1(9) </(0 < 
< fi (2) on casi todo punto, E = 1,2, . . tales que las sucosionos 
d6 sus Integrales (sumas de Daxbn superiores e inferiores) 1jonen na 
lwite común igual a la integral de Riemann de la fun Do 
acuerdo al teoroma 2, la sucesión monótona no creciente. 

Mi— fi, k=4, 2, .... de funciones escalonadas no neg 
casi todo punto con una sucesión acotada de integrales convergo 
casí siempro hacia cierta función no nogativa en casi todo punto, 
perteneciente a A (0), cuya integral lebesguiana es igual coro. 

En virtud del teorema 3 esta función es mula en casi todo punto. 
Por eso, cuando k= so, (8 (2) 4 [Ca en cas todo punto (y 156) Y 
4 / (2) en casi todo punto). Por consiguiente, si la función f (2) 
es integrable según Riemann, será también Integrable según Lebesgue 
y sus Integrales de Riemann y de Lebesgue coínciden, Es más, está 
demostrado que la función / (2) es integrable según Riemann on ol 
caso y slo el as, cando las funeono / (5) y —f a) portan 
con a . 

Por ollo, on lo sucesivo omitiremos el sírobolo L ante el siguo de 
la integral, ontendiondo siempre la integral como la Jebesguiana 
y el intogrando, como función de A (0). 

El conjunto de funciones acotadas contenidas on A (0) os más 
amplio que el de funciones integrables según Riemann, dodo que, 
por ejemplo, la función de Dirichlet y (3) € A (Q) es acotada y no 
so integro sogún Riemono. 

Luego, al construir la integral lebesguiana de la función / (2) no 
se suponía que ésta era acotada, por ejemplo, la función no acotada 
|z 17% porteneco a A(Iz1<1), si 0<a<n. En el curso do 
«Análisis matemático» so considera cómo la integral do Tiemann so 
generaliza para funciones no acotados (integral impropia). No es 

ifícil mostrar que la función / (2), absolutamento integrable según 
Ríemann (en sentido impropio), pertenece a A (Q) y su integral 
Iobesguiana coincido con la integral impropia de Riemann. 

Ha de notarso que en los dominios cuya dimensión no es menor 
quo 2, todas las funciones integrables según Riemann en sentido 
impropio son funciones absolutamonto integrables de mi 
pia. Por esta razón, sólo en el caso unidimensional de 
¿de la integral impropía de Riemann de cierta función, 
Jídad de dicha función según Lebesgue puedo no deduci 
ción E sen 4, definida en (0, 1), es un ejemplo de tal función. 

5. Condiciones; suficientes de bilidad Lebesguo. 
rn vere opor rro er a 
entro la cualidad de una función de ser mediblo y la do serintegrable. 






















































Por definición, una función integrablo es medible. Sin embargo, no 

toda función medible es integrable, como por ejemplo, la función 

1.2 1-%, a > n, en la bola ( 17 | < 1). Establozcamos algunas condi- 
¡tes para que una función sea integrable. 

"reonxa £ (lema de Patou). St la sucesión fa (2), k=1, 2, +.» 

de funciones no negativas, integrables en cast todo punto converge en. 


<asl todo punto hacia f(x), y [/ndz <A, k=1, 2, - .., entonces 








á 
1 (2) es integrable y [fa <A. 


Consideremos para m < k las funcic int ble m - 
o: La de cal odo. punta Gen Da (O 


- ja (/, (2)) cuando k > co, y en casi todo punto 0< Yma (2) 
< Im (2), entonces, de la desigualdad (6) y del teorema de Levi so 
doduco que «in (2) E AQ) y 0< fpa(2)de<f f(e) de < A.Lo 


"0 
afirmado por ol toorema so desprende ahora del teorema de Lovi, 
dado que en casi todo punto Ya (2) $ f (z) cus mo 00. 
Otra condición necesaria para que la función pertenezca al conjun- 
to A(Q) está indicada on la siguiento afirmación. 
Trowuxa 6. Si la función f(x) es medible y en casi todo punto 
HL Ela, nde LO e una función. ara. enn 


(o), dambién 

)e asto modo, vna función medible con módulo intograblo es 
integrablo y, on particular (tel dominio Q es acotado!), es integrablo 
cualquier futión modbo acotada (os ds, | () 1: consi cal 
todo punto de Q). 

DISOSTRACION Dex reonExA 5. Como la función f (2) os modi 
existo una sucesión fa (2), E=1, 2, . .., do funciones int 
los (en roalidad, incluso continuas on Q), que converge hacia f (2) 
casi siempre en Q. Una sucesión de funcionos integra 
max (—g (2), min (fa (2), g (2))), k = 1,2, . . . también converge 
hacia F(=) on casi todo punto, y, adomás. posee la propiedad: 
TÍ (a) US £ (2) on casi todo punto, k=1, 2, .. . Entonces, la 
sucesión f(x) + g (2), k=1,2, . .., se compone de funciones no 
negativas en casi todo punto, convergo hacia f + gn casi todo pun= 


o y para todo k | (£: +8) dz < 2 | dz. Según el lema de Fatou, 


15.5€410, Y? por lo tanto, también / € A (Q). El taoroma ostá 
mostrado. 

7. Teorema de Lebesgue sobre el paso al límite bajo el signo de 
ategral. Uno de los resultados más importantes de la teoría de 
intogración lebesguiana es el siguiente teorema de Lebosgue sobre 
la posibilidad de paso al límite bajo el signo de integral. 
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rones e. (Teorema de Lebesgue). Sí una sucesión de fun 
ciones medibles fa (2), k=1, 2, .., converge cast siempre en Q 
hacia clerta función f (2), y en cost todo punto | fa (2) |< 2(2). k = 
== 1,2, . ... donde g (2) es integrable, entonces 1 (x) también es inte= 


grable y 
O Mm 
4 


En virtud del teorema 5, las funciones fa (2), k == 4, 2, - 
Integrobles, 

Considoremos las funciones mediblos (2) = guy (/a (2) 
Y Velo) =InLUA (7), 2=4, 2, ... Puesto que en coi todo punto 
lo.(2) [<g (2) y Iv) 15 2 las fonciones «pa (2) 
y El ). amd, 2, son también integral Mas. qt) 4 (a), 
4, (0)1/(6) en casi “lodo punto cuendo ¿== co; por to tanto, según 


el teorema de Levi. f(€A (0) y J 15m [ ruda 
ER 


son 

















lim e Ahora, la igualdad 7 se desprende de las desigual- 


dados obvios Y, (2) </, (2) <4, (2) en casi todo punto, 41, 2... 
El teorema está demostrado. 

La igualdad (7) puede no tener lugar, sí la 
mayorada por la función integrable. Por ejemplo, 
pt) LLEÉ (xp, k=1, 2. .... en la que 0, es ol área de 
la suporfició de una esfera uni un espacio n-dimensiont 
dada en la bola Qu= ([x|-<1), convergo a cero casi siempro on 
poro | de rrpp >!» cuando h=+<o. 


Del teorema de Lobesgue se deduce: 
TÉONEMA 7. Supongamos que para cierto s>0 la función 
Hey) zm (Es >> +1 29) EQS Ras y um (Ys Um) E BS Ro, 
pertenece, para casi todos los z € Q, al espacio y para todos los 
vEfylal<s las funciones Di (z, y) son medibles yl Df (zw) < 
< E (2) para casi todos los x E Q, donde y (x) es una finción integrable. 


en Q. Entonces, ua yd Ec (0. 
Empleando el teorema de Lebesgue es fil demostrar que el 


límito f(=) de une sucesión convergente fa(z), k=4,... 2, de 
encienda Zediblos cani lempes es Ena. funelda” medible. Ele 
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vament para cualquier k=1, 2,... la función ga (2) 
A es mudblo y en cs tdo punto Iga(o)Í<A- Bor so, 


según el teorema do Lebesgue, la función g(2)=5=[ffeyy, que 
es el límite de la] sucesión ga (2), £=1, 2. .... convergente en 
casí todo punto] es integrablo en el dominio (acotado) Q y, por lo 
tanto, es medible. Por consiguionto, dado que |g(2)[»+1 en casi 
todo punto, será también medible la función 10H 

8, Camblo de variables bajo el signo de la Integral. En lo que se 
rotlero al camblo de variables Independientes, la integral de Lobeeguo 
se comporta de modo análogo a la de Riemaun, 

Supongamos que la transformación 

AS A imc (8) 

continuamente diferenciable en el dominio Q, representa biunívoca- 
mento el dominio Q en el dominio Q”. Mostremos primero que esta 
Transformación convierte un conjunto de medida nula en otro conjunto 
de medida nulo 

Efoctivamento, sea E, £= Q, un conjunto de medida nulo, Puesto 
«que la unión de un número nornerablo de conjuntos de medida mul 
ss un conjunto de medida mula, será suficiente mostrar que, real: 
Tándoso la transformación (8), la imagen del conjunto Es == EN 
pura cualquier 8 > D sulicintemente pequeño os 1 conjunto de 
medida mula 

Elijamos e > 0 do modo arbitrario. El conjunto Es puedo ser 
cubierto por un sistema numerable de cubos cuyo volumen sumario 
sou menor que e. So puedo considerar que todos los cubos de este 
<ubrimiento tienen diámetros menores que 8/2 y, por lo ton 
ellos pertenecen a Qayg. Puesto que cualquier cubo de dis 
en esto sistema so convierto, al realizarso la transformación ( 
un dominio de diámetro 4 <dVn mex ¡vi | = Cd, la imogen 






































e 

del conjunto Ey puede ser cubierta por un sistema numerablo de 
cubos de volumen sumario menor que C*(Vn)"e. La afirmación 
o a Ss la transformación (5), conti 

"TEOREMA E. Supongamos mm ), continuamente 
dtterenctable en Qs representa. buniocomente Q en el deminio O 
siendo el jacobiano J (z) distinto de cero en Q. Para que la función 
1(W) pertenezca a A(Q), es necesario y suficiente que la función 
FW(2)) 14 (2) | pertenezca a A(Q). En este caso 


[rd | Hilda 0) 
E e 
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La tronsformación inversa a (8) convierto biunívocamente Q” 
“en O, es continuamente diferenciablo en Q” y tieno en Q” un jacobiano 
diferente de ceco. Por esta razón es suficiente demostrar el tooroma $ 
sólo en una dirección, Aquí podemos limitarnos a considerar el caso 
en que la función f(4) € AL(0) y F(4) >0 on casi todo punto, 

'upongamos que / (4) ho es negativa en casi todo punto y porto 
meco a Ar (07) y sen fa (y), k = 1, 2, . - ., una Sucesión de funciones 
de C(Q) coda una de los cualos considerarso no negativa, 
Ta (0) 44 lu) on casi todo punto de O” cuando k-» oo. Analicemos la 
sucesión de funciones f(Y) =fA (E (lp (9), k=4, 2, Lo. 
sontimuas en Q'; a función E (£) en esta sucesión está definida en 
10, col y 0s mi máo 0 t< 4/2, es igual a 21— 1 cuando 
1/2<1t<1, y os igual a la unidad para £ > 1, mientras que p (4) 
sepresenta la distancia del punto y EQ” al contorno 20” (p (y) € 
ec) 

Es ovidento que para cualquier k en casi todo punto de 


Oh << (de lo cual se deduce que la sucosión 

Hdy k=1, 2,... os acotada) y fi(y)/(W) en casi todo 
punto de Q* cuando k=»00. Por consiguiento, 
ln [00 [104 















Debido a la continuidad de las funciones /£(y) en Q' resulta 
que | fi(w) dy= | M(y(2)) |J()ldz, k=t, 2,... Por esto, la 


función f (y (2) 14 (2) |, que en casí todo to de Q os ol límito 
de la sucesión fa (y (2)) 14 (2) [, k=1, pe . o monó- 
tona no decreciente) de funciones en C (7) con sucesión acotada de 
Antograles, es intograble en Q y se cumple la igualdad (9). El tooro- 
ma está demostrado. 

ObsERvAcIóN, Del teoroma 8 se deduce inmediatamento que sí en 
el dominio Q tienen lugar las desigualdades C, <1J(2)1<C, 
e on Oro 7 rs la Eog=] necesa- 

A y suflccató paca sos inlegrablo en 
sos Íntegrablo en Q la fución (Y (2). Ea auto caso son válidas las 
desigualdades 


€, wena [lwiér<a $ Inia. (10) 
3 


9. Conjuntos medibles. Integrales extendidas a los conjuntos 
medibles. Examínomos un subconjunto £ del dominio Q. La fan- 
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ción yx (2), iguol a la unidad para x € E y mula para z EQNE, lleva 
el nombre do función característica del conjunto E. 

El conjunto £ so llama medible, si es medible su función caracte= 
síica. La medida del conjuno metiblo E (mes E) e defino por la 
igualda 


mes E= | ye(s)ds 0) 
á 


(la integral on el segundo miembro tieno sentido debido al toorema 5), 

Si Q* es un subdominio del dominio Q, será medible, dado 
que xo: (2)= limis(z), dondo Ls(=) es una función cortanto para 
el dominio Q”. En este caso mes Q'=10'|. 

Los conjuntos de medida nula definidos en ol punto 1 son medi- 
bles y ellos, y sólo ellos, tienen modida igual a cero (según la defini- 
ción que acabamos de citar). Para demostrar osta afirmación, basta 
acer uso del teorema 3, punto 6. 

Si E es un subconjunto medible del dominio Q y /(2), una fan- 
ción integrablo en Q. sogún la definición, vamos a considerar osta fun= 
ción integrablo también cn E, con la particularidad do quo la Integral 
on E la defíniremos por la fórmula 


a (12) 


(a integral on ol segundo miembro tiene sentido, como cn ol caso 
antorior, en virtud del teorema 5), 

Siendo £ un subdominio (” del dominio Q, las nuevas definicio- 
nos do la intograbilidad y do la integral en Q” no contradicon, natural- 
“mente (lo que se comprucba con facilidad), las definicionas corrospon- 
díentos que fueron acoptadas antes (p. 4) inmediatamente para O”. 

10, Continuidad absoluto de una integral. Llamamos continut 
dad absoluta de la integral de Lebesgue a la siguiento propiedad. 

TRONEXA 0. Supongamos que la función f (2) es integrable en Q. 
En este caso, para cualquier « >0 se puede indicar un 3 >0 tal 

ie para un conjunto medible arbltrario ES Q, mes E < 6, se cumpla 
la desigualdad 





]frae]<e 0) 


Será suficiente demostrar esto teorema para la fanción f (2) de 
4 (Q), con la particularidad de que la función citada podemos consi- 
deraría no negativa en casi todo punto. 


“Tomemos arbitrariamente e>0 y escojamos una función 
1e(2)€C(Q) de tal modo que [()>f.(2)>0 en casi todo punto 
io 





08 CARIL INTEGRAL DE LERESOUR ANALISIS FUNCIONAL. 
de 0 y que 05 | ya | fudr<e/2. Entonces, jua 
3 


PE hreda= | U—hdredr+ lasdi<F+id, mes E, donde 
Má max fe(a). Por esto, para que so cumpla la desigualdnd (13) 


hasta Tomar a Aítolo de $ el número el(2M1o. El teorema quoda 
e eación des múltiples y relerad 
-. Relación existente entre integrales múl y reiteradas. 

Volvamos ahora al problema sobre la reducción de la integral múlti- 
plo de Lobesguo a las reiteradas y simultánoamente al problema do 
pormutación de integr 

Sea Q, un dominio 
= lí >> 29): y Qs 
parió 
X Qu, pertoneci 
bles (y) pa 

TRORESLA 19 Sapongamos que la función 
He, y) es intograble en Qs. En esto caso, /(2, y) es integrablo 
respocto a y € Om para casi todos los x € Q,. 0 integrable respecto a 


E0, para casi todos los yEQu; las funciones | f(x, y)dyy 











1 de las 
" pu). En el domialo scuiado Quan == On» 
Y spacio Im + dimensional de as Varias 
amos la función 7. 























J(z dz son integrablos respecto a EQ, y teSpecto A YEOm 
respectivamente, y 


Ú 1á=8= dz | fdy= | dy] ás. 0 
een dm 

Por supuesto, es suficiente demostrar el teorema de Pubini 
(v6130 el punto 9) para el caso en que Q, es nu cubo Ka = (121 1< 
<a, ml... 1), Quesuncubo Kn = (19 ¡<a Ud, ..m) 
Y Qnen es un cubo Ama = (17 <a ¡via ts Lo 20 0 
117... m), siendo siempro a >0. Antes de proceder a esta 
demostración, domostromos la siguíento afirmación. 

¡xo 4. Sea E un conjunto de medida nula (m ++ n)>dimensional 
dispuesto en Kmen» y sean Ey (3) y E, (y) sus secciones, m-dimensional 
y tedimensional, vespecticamente, de este conjunto por los planos x= 
=z e y = y. Pora cast todos los x E K, el conjunto E, (2) tlene la 




















medida nula m-dimenstonal y para casi todos los y € Km el conjunto 
Es Y medida nula n-dimenstonal. 
virtud del lema 1 (p.1), el conjunto E puede ser cubierto por 





Un sistema numerable de cubos (cuyo volumen sumario es finito) de 
tal modo que cada uno de sus puntos pertenezca a un número 
infinito de cubos. En ost caso podemos considerar quo las aristas de 
los cubos son paralelos a los planos coordenados. Una serio compuesta 
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por las integrales de las funciones caracteristicas ya (z, y) de estos 

cubos converge. Ya que | xa(érdy= | de zudy, de 

acuerdo con el corolario de Jas teoremas (3) y (5) (punto 3) una serio 

de las integrales Ya (z. y) dy converge para casi todos los pun= 

tos z. Lo último significa que para casi todos los x el conjunto 

Es (a) resulta cubierto por un número mumerable de cubos medimen- 
in 


les de volumen sumario finito, con la particularidad de que 
infinito de cubos. 





cada punto del conjunto pertenece a un 
El loma está demostrado. 

Pasando a la demostración del teorema de Fubini, soñalemos ante 
todo que podemos leitarnos al caso en que /(z, Y) € An (Ka): 

¡pomos El ment de fuacjaes fe Om 2 Pda do a 
CiKoon) que fa (2, y) 41 (z, y) casi siempre en Kn. Dosignemos 
SAR TEO Sol A ode El da nj- dimensional tal que para. 
odos los (z, y) € Kmen >» E la sucesión /a (z, y) convorgo de manera 
monótona hacia f (2, y) 

Según la dofinición di 


$4 [numa $ ni maza> $ 14=dy. 


Kon Ken 












al, para ko» 00 


De acuerdo con el teorema do Levi, la sucosión monótona de 

foncionos Pata) = | fa(e, Way k==1, 2, ..., portonecientos 
kn 

a C(K,), convergo casi siempre on K, hacia cierta función F (2) 

intogeable en K y 


[rm Entajdz= | fdzdy. (45) 








"Tomemos un punto arbitrario 7 € X, en el cual la sucesión numó- 
rica Fa (3), k = 1,2, . .. converge hacia £ (2) y el conjunto E, (2) 
(la intersección del conjunto £ con el plano z = 7) tieno medida nula 
m-dimensional. En virtud del 
privados de estas propiedades, tíono 
sucesión f(x, y k=Í, -.., converge monótonamente 
F (=, y) para todos los y EK os, E, (2) (por lo tanto, on casi todo 


punto de Kz). El teorema de Lovi afirmo que [(2, y) EA (K») 
y, cuando 00, 


[nn je PE (46) 
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Por consiguiente, las funciones | f(=, y) dy y F (2) coinciden casí 


siempre en K,. El teorema queda demostrado. 

En lo sucasivo emplearemos con frecuencia la siguiente afirma- 
ción que se deduce del teorema de Fubini. 

conoLamo, SE la función f (z, y), no negativa en casi todo punto, es 
medible en Qurn y en (14) existe úna de las integrales relteradas (es 
decir, por ejemplo, que para casi. todos los x la función f (z, y) es inte- 


grable respecto a y, mientras que la función | dy es integrable respec- 


lo a), entonces la función f(x, y) es integrable en Quyn y, consecuen» 
irá extste la segunda integral relterada y tiene lugar la igual» 

Para demostrar esta afirmación es suficiente comprobar que 
Lia Y EMO men); La sucesión Ja (2, y) = min Y (as Y, ME 
== 4,2... poseo las siguientes propiedades: fa (2, y) 4/ (2, 4) en 
casi todo punto do Omen» 


nt AS maras de $ 10 


Qin 


(aqui, la igualdad está escrita basándonos en el teorema de Fubini 
Splicado a Le función /a (>, Y) que es medible y acotada y; por consi. 
guiente, integrablo en Quen. La pertenencia do la función f(z, y) 
A (Osea) So deduce, seguidamente, del teorema do Levi. 

12. Integrales de tipo potencial. Sea p(=) una función medible 
py eeoiada dm casí todo punto de O; JO()IEó caí siempro. 

esto caso para todo =E ostá definida la función u(z)== 

— [E0ER, an, ilmada integral de po potencial. 

a 

Mostromos que u (2) € € (R,). Esto os obvio para a < 0. Supon- 
gumos ahora que a > 0. Notemos ante todo que para cualasquíera 
puntos 2? y z, como también para cualquier $ > 0, se verifica la 
Aosigualdad 


tuto II [us 








)ay+ 





F 


A 
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Fijemos 2? y tomemos arbitrariamente £>0. Como pera a>0 
y 2242, tenemos: 





1 
A 
y, como 

mes (211 <9 0 (lP—y1>9)= 


mes (|2—y/>90((2—41<0), 





A 






entonces 
S < y 
NT 
Por ello. 
e pu. 
Ll, ens 


Por consiguiente, se puede hallar (y fijar) tal $ > 0, que ol primor 
sumando en el segundo miembro (47) sea < e/2; 


B ñ 
La función Fiz, y) Tea Tal 
en el conjunto cerrado Lo (l—>"<E. YE TNA 
>0)) y P(x,1)|_..=0. Por oso, puede encontrarso tal y, 0<n< 
<$» que F(z.0)<=ppigr Sundo [2—="|<n para todos los 
EN (y—2P1>0). 
A 
indo, m t 
ndo Ie =P 1 n, será válida 
es decir, la función u(z) es continua. 


Sea n—a>1. Mostremos que en esto caso u(z) es continua- 
mente diferenciablo en A, y que 


m0) 00 (5) 000 | 00d 
Psp 

razonando de maneca análoga a la expuesta más a 2 da 
a a A PA 


ta | o a, it, 


Ry po 





[ es. cominaa 


1 segundo do del 
2/2. De este modo, 
igualdad Ju (2) —u(2)/<e. 
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son contiauas en Jt,. Luego, de acuerdo con el teorema de Fubini, 
para cualquier 4, 1 





Juno] es [0 gor 





0] ¡Ent 0 ( 


,= 





mu (2)—u (2 


Hl, nu 





Por eso, 
ul) (0, ik 


La afirmación queda demostrada. 

Del mismo modo se ostablece que si 1 —« >, dondo 5 es un 
húmero entero, u (x) Lione derivadas continuas de un orden hasta 4 
inclusivo y para cualquier a == (5, + ++ 2) [a (<a, 


Dala) feoro: En 









Observemos quo la función 
th Pau de, 


Mamada potenctal logarítmica, os (n — 1) veces continuamente dife» 
renciablo en R, y para cualquier 2, Ja | <n—1, 





Duz(a)= | 04) DF In12—yldy. 
4 


13. Integral de Lebesgue de las funciones de valores complejos. 
Supongamos que la función f (x), dofínida en el dominio Q, es de 
valores complejos 
1() =Re (2) + 1Imf(a. 
La función f (2) se denomina mediblo en Q, si son medibles en Q 
las funciones Re f o Tm f. La función f (2) so llama integrablo en O, 


si son integrables en Q las funciones Re e Im f. En esto caso la into 
gral do la función / (2) se define por la igualdad 


Ms talca 
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Sabemos que $ (¡Ref +IIm/D<I/1<1Ref1+1Imfh 
y elo, para que la función medible / (2) sen integrablo, as necesario 
utciomt que sen integrablo la función |) (2) 
14. Integral de Lebesgue en una soperlicio (1. — 1)-dimensional 
Sea S una suporticio (n — I)-dimensional (de la claso C%) y son $, 
iy Di el cubrimiant dela sopericio $ con trazos simples, 
8, Sm (vénse ol cap. 1, Introducción) Cada trozo simplo o 
describo por la ecuación 


37 Gmlls += Zas Ear Ml 

(aa 000 puto Fono 00 Tn) ED OECD) (18) 
Pos una proyección Si en el plano de coordenadas xp == 0, 
12 p =p(m)<n, y representa un dominio (n — 1)-dimensional 
con contorno de la clase €), 

'Con ayuda de la fórmula (18) so estableco una correspondencia 
biunivoca entre los puntos (Xy, + > «+ Zp=a9 Zpo11 - + «+ Za) del conjunto 
Dm y los puatos (2 « > «+ Spon "2 portenacientes, a 3, 
a cada; punto (21, >>>» Lp Spas Apo +0 ++ Inda 

£a) €S.. se lo pone enj correspondencia el punto (Zi, 
Ep=19 Eper «+ <1 2n) ED (su proyección sobro el plano 





















Supongamos que para m, mo=4,.... N, Sn contiono ol 
conjunto E. Desiguemos con $ la preis 1 de E que pertenece a Do 
para esta ropresentación. Diremos que £ os un conjunto de modida 
a la si £ es un conjunto de la medida nula (n — 1)- 

limonsional. 

El conjunto E, perteneciente a S, se denomina conjunto de medida 
nula superficial, si cada uno de los conjuntos E] Sy, m 
N, os un conjunto de medida mula superfic 

Es fácil mostrar quo la propiedad del conjunto E = $ de ser con- 
Junto de las suporficies de medida mi 
el enbr to Sy Sy de la superficie $. 

El concepto de junto de medida nula pormite (análogamente 
al caso del dominio n-dimensional, véanse pp. 1—4) introducir ol 
concepto de convergoncia on casi todo punto en $ y otro, relacionado 
con este último, de una función medible en $ e intograblo en esta 
superficio según 

Una función dada on $ se llama medible (en 5), si en casi todo 
punto E S es el límite de la sucesión convergente de funciones 
de C (3). 

Diremos que una función de valores reales f (x) pertenece a la 
laso Al (5), si casi siempre en Ses el límito de una sucesión monóto- 
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na no decreciento y convergente fa (2), k =3, 2, . . ., de funciones 
continuas en 3 con una sucesión acotada de integrales superficiales. 
(según Riemann)e 


/nt45<C, Rut, 2... - Uns integral special. (on 
Lobesguo) de la función f(x) de la clase A,(S) se determina 
ito lso [705 [a in $ 





Una función de valores reales / (2) dada en 5, se llama integrable 
según Lebesguo en $, si puedo ser ropresentada en la forma 


0-11 


donde /* y f" son funciones de A, (S); con ello, la integral de Lobesguo 
de la función f respecto a $ so define por la fórmula 


Jras=fras-5ras. 











Sen f una función di $, y sen ., Sy cierto cubrimion- 
to de la suporficie $ con trozos simples. Designemos medionte 
0 rc creo. 202) la función Fl 0+ 0129 om: 
a sd im + 05) 006 sl 
Da 
Mostremmos que la función es medible cuando, y sólo cuando, son 
medibles todas las funciones f”, m == 1, ... .. N; la función | es integra- 
ble en $ cuando, y sólo cuando, es integrable en Dm, m1, ..., Ny 
cada una de las funciones f”, slendo en este cas 


frs- 3 PV TETIR= Ps... dp 











dps de, (19) 





donde Di m= Di, y Dies una proyección de Sn XV, Sisore el pla- 


1 Erris mando (megrani) es ovi edi 
es lo (integrable), es ovidente que es liblo (integra 
bno) ad ud a anios 6 
scans qua al ss itazcio tadas ls Fate 1, 
mí, ++ N, será también cs la función f (análogamente se 
col lircación acerca del propiedad de su medio), comido 
raremos, además (lo que no resta a pr de razonamientos), 
que f" € A, (Dm) y f” >0 casi siempre en Da, m == 4)... No 
PI AAA 
no decreciente /P,k += 1,2, . de funciones no negativas de € (Dn) 
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ue converge en casi todo punto (en D.,) hacia la función /%. Exami- 
emos la sucesión Ml, k == 1, 2, . . . de Jas divisiones del cubo 
(n — 1)-dimensional Ñ' que contiene el dominio Di: Y es una dí 
sión del cubo A on 2*-1 suboubos iguales de arista igual a la mitad 
Ta arista del cubo K; la división ll, es el fraccionamiento de 1: 
sión Il, para el cual cada célula (cubo) de II, se divide en 2% 
subcubos! iguales, y así sucesivamente. Cualesquiera que sen 
met... Ny E=1,2,...» designemos mediante Da, y un 
“onjunio cerrado compuesto por adhorencias (de número finito) de 
odas las cótulas de la división Il,, que están contenidas en D; 
y medianto J una función continua en Da, que es mula en DD 
3 igual en Dz, a lo. función JR-E (lora dy donde E (0) = O cuando 
0<t<E, 50 =2— 1 cuando 7 < 1<1,5(0 = Leuandot > 1 
mientras que Tm., es la distancia del punto (2, +21 Zea 
Enron » 12) E Dia al contorno de Di. Es ovidento que para 
cualquier m, m ==, «+, N, la sucesión JE, k == 4,2, .  . convonge 
hacia la función /* sin decrecer de manera monótona en casí todo 
punto de D; 

Dofinemos la función 
continua en S, de la mn 


pura Esa TT 
para ¿ESAS 2 TIO; 


mi 
y 100 fam 27 bd 2, 
funcionos fa, k=4, 2 .... es continua en Í y 








































Nk=4,2,..., que os 





Apred dde +01 5) 





+ Está claro quo coda una de las 





[ris= 3 [ras- 3 [Pus 


ñ 
= 2j TEVTETVOnP dz... dimos dE pomos «+0 dm 


" 
-y J MVTFTV Om dez... dpomia dE pones => dino (20) 


Además, fa 1) en casi todo punto de 5, cuando f=r0w. En 
virtud de la integrabilidad on Da de la función J*V1FIVOnP 
mt MN, de (20) se desprende quo la sucesión ja ds, 
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k=4, 2, ..., es acotada. Por lo tanto, la función Y os integrablo 
qu, s: Fiiudo eo guias (20) a Umi pa A on a 

De lo domostrado so deduce inmediatamente que todas las pro» 
piodados establecidas arriba para ol dominio n-dímensional son váli- 
das también para las funciones medibles e integrables en $. 





$ 2. Espacios lineales normados. 
Espacio de Hilbert 





do $ y que pomwen las siguientas propiedades: 

3 L+h=h+h 

Dd a + a + do 

e) en $ oxisto un elemento o tal que para todo [EF 0-/=0, 

Dro = + 

Dell eh 

Dn ala). 

Dit 
para cualesquiera f, fps «==, ES y cualesquiera números roalos 
(complejos) €, Gx > + 

En dependencia de por qué números, reales o complejos, so per- 
miton multiplicar los olementos del espacio F, este último so llama 
espacio lineal real o complejo. Para concrotar, consideraremos on osto 
pelle sólo el caso de espacios lineales complejos, Las definiciones 
y los rosultados correspondientes se extienden sin dificnltados algu- 
mas al caso de espacios lineales reale 

"Un subconjunto de espacio lineal $, que por sí mismo os ospacio 
Jíncal, so donomina variedad lineal ne F. 
So For mom 1,2, 
tos dol espacio lineal. 

. Cada, Cualesquiera que sean k yc; ..., ca, arbitrarios 
», os una variedad lincal en el espacio F y se llama varie- 
tendida sobre los elementos fa, k = 1,2, . . . Los 
ln de 7 so denominan Untalmente independientes, 
chik. >. + Enfa = 0 es sólo posiblo para c, == 
n= 0: 6n el caño contrario Ja "unealménte 
entes, Un conjunto infinito de el pert 
Mama linealmente independiente, si cualquiera de sus subconjuntos 
finitos es linealmento independiente. 

Una variedad lineal es de dimensión finita (n-dimensional), cuando 
en ella existen n elementos indopendientes y la acumulación de 
cualesquiera n + 1 elemontos suyos es lincalmento depondiento. 
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Una variedad lineal tendida sobre los elementos linealmente 
independientes fa, = 1, ..-.,, de Fes n-dimensional. 

Una variedad lineal £6 llomará de dimensión infinita, si podemos 
hallar en ella un subconjunto linealmente indopendiente que conste 
de un número infinito de elementos. 

2. Espacios lineales normados. Un espacio lineal 9” so denomina 
normado, sl a cada uno de sus elementos o le puedo poner an corres- 
pondencia el nómero real 11/ 1 = 15 (norma f), con la particula- 
ridad de que esta correspondencia tenga las siguientes propiedad 

2 Me le LF; para € complejo y 1€% arbitrario 

Ala MS 00 € MY ll para cualesquiera 7, € %, € 

4, 2 (desigualdad triangulan), 

«) IF 20, siondo (1 ll == O sólo pora f == o. 

Yn el espacio lineal normado se puede del 
distanela 11 fx — fa llontre dos elementos f, y fa Y 
el de convergencia. 

La sucesión fu, m4, 2, -. .. de elementos de 7 so llamo 
fundamental, si VJ — fu Í-> 0 cuando ka m or 00, 

Lo sucesión fm» m =1, 2, . ... de elomentos de 7 se llama 
convergente hacio PEF Un] cuando mrco, o lim fm 


=D; 68 Mn —Í 10 cuando mor co. 

Una sucesión no puedo converger hacia dos elementos distintos, 
¡esto que sillín —Fll=>0 y fu — gil 0, cuando m =— 
entonces 1 f— gl = Ufa Hita — 21 Um — 1 

h [0 cuando m-» 00, es decir, 1 f/—g/1=0, de 





































NUM (continuidad de la norma), 
ln desigualdad triangular ll/n |< 
Sn —HNAHMIN Y MINS Mn — fi Mon le Por ollo, 
Món 12115 Mn — 1 1 0 cuando mo. 

"Si una sucesión es convergonto (fa, —> /), también os fundamontal, 
puesto. que 


, en virtud de 





Wide PAI a SM NANA fa 
+0 cuando km 00. 
La ación covtraria, en el caso general, no tiene lugar. 
El espacio lineal normado se llama completo, si para toda sucesión 
fundomontel de sus elementos se puedo hallar un clemento de esto 
espacio hacia ol cval lo sucesión converge. 
» att lineal normado completo B se denomina espacio de 
Una variedad Jiueal en el espacio de Banach 8 que es complota 
en la norma de E (y, consecuentemente, es de por sí un espacio de 
Manach de la misma norma) so Hama subespacio del espacio 8, La 











sobre un número finito de olemontos de 3 
es un subespacio del espacio B. $ 

Sea of una variedad lineal en B. El conjunto «E obtenido como 
resultado de la adición a «£ de los elementos límites de todas las 
sucesiones fundamentales de elementos pertenecientes a of (en el 
espacio 8 toda sucesión fundamental tiene un elemento límito) se 
Mama adherencia (en 8) de la variedad ek. 

Es evidente que la adherencia «E de la variedad lineal «H es una 
variedad líncal. Mostremos que es complota. Sea fa, k == 1, 2, 
una sucesión fundamental arbitraria de clementos de «E, y 500 /= 
= o fa. Cerciorémonos de que / EF. De la definición de so 


deduce que para cualquier fk= 1, 2, . ... existo un elemento fá Ef 
tal que ¡fi — fa << 1/k. Por esto, 

MIA 1 ad la — BS MS — fa e MU O 
cuando k=» co, es decir, f = lim fi. Lo último procisamento 

















siguilica que fE5t. 
“Así pues. la adherencia de una vartedad lineal en E es un subespacio, 
La adherencia de una variedad lineal tendida sobre los elementos 
Fu, K = 4,2, ..... 80 llama sulespacio tendido sobre los elementos indl- 
cados 


El conjunto »4' <= B se llama acotado, sí existe una constan- 
to € tal que 11/1< € para todo [Eok”. 

El conjunto sf < 8 se llama siempre denso en B, si para cualquier 
olemento / € Bexisto una sucosión fa, k == 4,2,. . ... de elomon- 
tos dh” convergonte hacia /. El espacio de Banach 8 se denomina 
separable, si existo en 6l un conjunto numerable siempre denso. 

3, Producto escalar. Espacio do Hilbert. Diremos que en el espa- 
cio lineal 7 se ha introducido un producto escalar, si a cada par de 
olomentos ft, Mz € HT se lo ha puesto en correspondencia un número 
complojo (ha, A) (producto escalar de estos elementos) y que esta 
correspondencia tiene las siguientos propiedades 

2) (hy, ha) == (ias E) (on particular, (%, h) es un número real), 
D) (+ ha 2) (hs 2)+ haa 




















€) e (ch, hy) = : Az), para todo e complejo, 
d) (1, A >0, siendo 1h. 8) =0 2ólo pora ho. 
Enunciomos la siguiente importante desigualdad de Buniakovskt: 
La, 20 PS O, Ad do ( 
que se verifica para. cualesquiera h, y A, de H. La desigualdad (1) 





se muestra a las claras, cuando k, Sén ha fo. Siendo t arbitra- 
rio y complojo, O<(M+thy, My 41M) = (hy, la) 44 (a, E) HT a, do) + 
AHl£P (fas lo). Si td, esta desigualdad toma la forma 


(hm) — LG 2E>0, que es equivalente a (1). 
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El producto oscalar engenára en el espacio H la norma [/A [| = 
= Y (ln h). Para la norma introducida de esta manera las propied: 
des a) y c) son evidentes. Conolfín de demostrar la propiedad b) (d 
gualdad triangular) emplearemos la desigualdad de Buniakovski 


TS 
A a IS 

Un espacio liueal continente en producto escalar, completo en Ja 
norma engendrada por el mencionado producto (es decir, que ol espa- 
cio es de Banach en dicha norma), se Mama espacio de Hilbert, 

A la par con la convergencia (según la norma) resulta cómodo 
introducir en el espacio do Hilbert otro tipo de convergencia. La 
$uCosión Jia, m = 1,2, . - o H so denomina débilmente convergente 
hacia el elemento h € 7, si lim (im, 7) = (h, /) para. cualquier 


elemento $ €. 

Mostramos que la sucesión no puedo converger débilmento hacia 
distintos olomentos de 7. Supongamos que existen dos olomentos 
hy WE, para los cuales y a DD Y lim (in 


= (1, f), cualquiera que son 7 € MT. Entonces, para Cada / € Hs 
tone (4 A”, /) == 0, en particular, cuando / == h — AY, tenemos 
O AA 0, es deci, 
18, succeión hn 4, 
an e lambién débilmente convergen 
Jime DO DI 10 A DI A — AMI 
lo m => 0. 

4. Formas bilincales hermitianas y productos escalares equiva- 
lentes. Diremos que en el espacio de Hilbert 17 está definida uns 
Jorma bilineal hermetiana W. si a cada par de olomentos hh y h, de 
JT se lo ha puesto en corrospondoncia un número complejo 
zo a ondaa entes propiedad 


3) WO A Ct Mm. 













































D) W (cha 

0) W (hy, ha) A) o) 
pata lt ha, ha EH arbitrarios y e complejo y arbitrario, 

So ¡lama Jorma cuadrática de la forma bilineal hermitiana W (4, 
Aa) a fanción Y (1) definida on 1. Do la propiedad) so desprendo 
q la forma cuadrática dela forma bilieal hormitiana es de valores 
roales, 

A título de ojemplo de la forma bilineal hermitiana dada en 4 
sirve el producto escalar. La forma cuadrática correspondionto a esta 
forma bilineal es el cuadrado do la norma engendrada por el producto 
escalar. 

Si la forma cuadrática de cierta forma bilineal hermitiana poseo 
la propiodad de que 1 (A, A) >0 para todo h EM y W(h, h) =0 
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sólo cuendo A = o, entonces la forma bilineal W jade con- 
OS 

La norma (nueva) correspondiente se definirá en este caso por la 
igualdad [A If = VIT, 

La norma 1! Y se denomina equivalente a la norma ||, si existen 
toles constantes C,>0 y C,¿>0 que para rain: elemento 
DIETA NA N< Cc, Uh 1. Los productos escala. 
ros (,) y () se llaman equivalentes, sí son equivalentes las normas 
engendradas por ellos. 

Si la norma || |/' es equivalente a la norma || (l, el conjunto H será 
sz scio de Hilbert (es decir, completo) también en el producto esca- 
ar 























vamente, susongames que vna sucesión de slementos 
km 4,2... es fundamental según la nora |) JP (LA, — 
TU candados: hn 1 Cy ln — 
hall”, la sucesión citada os fun ia l 
Como HI es un espacio completo en la morm: 
€ HE hacia el cual convergo en esta norma la sucesión en considera 
ción: UM—hli=0 para k=00. Dado que hi AI < 
< €, 1h — Al la sucasión es tambión convorgento hacia hen la 
norma (Y. Lo afirmación queda demostra 

5. Ortogonalidad. Sistemas” ortonormales.. Los elementos 
y SL sa llaman crtogenaes (LJ) l Ur) = 0. Un om 
do Ñ so Mama ertegonal al conjunto 11H, xi (+, N) == 0 para todos 
los N' € /7". Dos conjuntos HT” y HI” de H se Maman ortogonales 
(ra HO, si (0, 10) = 0 para cualesquiera WE 27, 10 EH, 

SU € As riogonal al conjunta "slo don 
ces hy; aci, sn Mi, A 4,2. - una uceión de clomen. 
























y 
0%, 2) = 0 para todo k >> 1 y la convergencia (lu, A)=> IA le or 

:ntoncos |) Je == 07 es decir, h = 0. 

do h € HT so denomina normado, si 1h Y = 1. Un con 
Junto 27'< 4 se llama ortonormal (sistema ortonormal), si todos sus 
clomentas son normados y ortogonales a pares. Un conjunto orto: 
hormal es, claro está, linoalmento indepondí 

"Un conjunto numerablo (o Tinto) de Slementos.linoglmeto indo- 

pendígato Ano E wz 1, 2 jedo transformarse en un conjunto 
Rumerable (0 finito) orionormal de la manora siguiento (método de 
Gram — Schmidt): 


» a epa 
ATT? AT ROAT" 
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(en virtud de la suposición de que el conjunto ha, k = 1,2, ..... es 
linealmente “independiente para todo 1 >2, ha — (ly 8) 0 





og ln ta 40. 

6; Series "de Fourier según un sistema ortonormal arbitrario. 
Sos fun olemonto arbitrario de A y sen 4. a,» » cierto sistema 
"numerablo ortonormal on H (si ol espacio 4 es de dimensión finita, 
se dobe tomar un sistema ortonormal formado por un númoro finito 
do elementos). Designemos por /fz el subconjunto tendido sobre los 
elementos £,, . ., €» para cierto p 5> 1 y hallemos en Hy un elemento 
más próximo (eu la norma del espacio 47) al elemento /. Puesto que 
para ciertos constantes €, - + £p un elemento arbitrario de Hp 
tieno la forma 





Hosen el problema se reduce a la búsqueda de tales números 

En 0.01 Em pora los cualos alcanza su mínimo la mognitud 

Blip eu eo ed li Yer 
Tntroduzcamos los números Ja (Y, es). X 


coeficientes de Fourier dol olemento $ según ol 
Puesto que 


Mrllit ep 0 Lean 1 Hee) 





2, « + «y Mamados 
istoma E, tr 0 + 





10H 0h Hon + 3 torn 


AS 


la magnitud Sh, (f; 01 -.., €p) alcanza el mínimo sólo cuando 
emfarad,.... pi y eto minimo (designémoslo medianto Sh, (1) 


os igual a 1/10 $) 160: 





m0=e— $00. 


Do esto, modo, dado /, para todas los €, » + «, Cp, tiene Jogarla 
desigualdad 


Ii Fcelol—Í red, 


que oxpresa la propiedad minima de los coeficientes de Fourier, con 
aricalaridad de que la igualdad se logra sólo cuando e, 
E 
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Designemos con PP el único olemento que an ol subespacio HT, es 
más próximo a f: 


PX sn 
En este caso 
W-PR=Sh, (0. 0) 

El elemento fe Mama proyección del elemento Yan l subo 
pacio. 

Do la scnación (2) o deduce pue para cualquier olemonto /€H 
y cualquier p>1 tenemos. 2 reune. Esto significa que la 
serio numérica 3)1/,P? converge y tino lugar la desigualdad de 
Bessel 7 


Eres 


taba 4, Sea fp, hem, 2, .... una sucesión de números complejos 
y seo en, m4, 2, .... un sistema ortonormal en H. Para gue la 


serie Pi Jrón sen convergente en la norma de H, es necesario y 





suciente que la serte numérica. S [fo es comvergente. 
Sen Spa 5/0 una suma parcial de la sorio 3) rr Para 
p>y tenemos la igualdad TS de la 


cual so desprende que la convergencia do la serio 3] |/, [es necesaria 
y suficiente para que sea fundamental la sucesión de Sumas parctales 
de la sorio y, por este motivo, a causa de ser el espacio M' comploto, 
para la convergencia de esta serie. El lema está demostrado, 
Sen f un elemonto arbitrario de M7 y sen fa, k = 1, 2, 
cocfcins de Fourier según el sslema ortonormal 
-.» La serie 











Ya 
ye Aopomina serio de Fourier del elemento f según el sistema ey 
De la desigualdad de Bessel y del lema 1 se infiere 


42. ESPACIOS LINEALES NORMADOS ar 


1eaa 2, La serie de Fourier de un elemento arbitrario j € H según 
un sistema ortonormal arbitrario converge en la norma del expacio . 

El lema 2 afirma la existencia del elemento 7 € 4, hacia el cunl 
converge la serio de Fourier del elemento /. Naturalmento, surge una 
pregunta: éserá válida la igualdad J == f para todos los / € M? 

En el caso general, si no se hacen ningunas suposiciones adiciona 
les rspucto al sistem 2 ep - 4 excepeión de que sea ortonormal, 
la rnpuesta a esta pregunto será negativa 

ortonormal. De (2) se deduce que a medida que croce 
la magnitud B),,(/) sólo puedo disminuir, cualquiera que sea (€. 
Por eso, a prior? pueden presentarse dos cosos: 

3) para todos los / EH), ($) -> 0 cuando p— 29, 

b) oxisto un elomento FEA tal que para él Sh, 0) +0>0 
cuando p => 00. 

En ol caso a), debido a la igualdad (3), para todo / € / tieno Jugar 
la correlación 





fatima 


o, lo que es lo mismo, la igualdad 





Esa ds 





es decir, on el caso a) la serío do Fourior de cualquier elemento / con- 
vorgo (on la métrica de /T) hacia f. Además, para todo f E J/ tieno 
lugar la igualdad 





TAS 6 


denominada Igualdad de Parseval—Stekloo, y otra igualdad 





(5% 
quejgereraliza (5) y es vólida para cualesquiera elomentos f y g 


La igualdad (5) se desprende de (2). Demostremos la igualdad (5). 
Ante todo índiquemos que la sorie en ol segundo miembro es absolu- 
tamente convorgente, pnesto quo el término común de la serio es 
mayorado por el término común de la serie convergente: | /aga | < 
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< F (Ufa + La 1). Luego, en virtud de (4) 








4, 0= lo Pa im (Sha d- 
ln $ hlew 01m $ ña Ei 
E A E 


Lo que se trataba de establecer. 

En ol caso b) existo un olemento f € / tal que la serio de Fourier 
de ésto conyergo (de acuerdo con el lema 2 de) punto aptorior) hacia 
bl elemento” »k f, es decir, el elemento = f — /é O. De este modo, 


t=i+ 3, 
donde h ae o y h es ortogonal al subespacio tendido sobre el sistema 


Volvamos ahora otra vez al caso a) el cual, naturalmento, será 
para, nosotros de mayor interés. 

Un sistema numorablo ortonormal e, es... se llamo base 
completa o bion 'ortonormal del espacio 41, £i cualquier elemento 
FE H puedo sor desarrollado en la sorie de Fourier (4) según esto sis- 
oro. 

De lo demostrado anteriormente se deduce la validez de la síguien- 
o afirmación, 

Tema 2, Para que el sistema ortonormal es. €, . -. sea base orto. 
normal de Hí, es necesario y suficiente que para todo elemento 1 € H' 
tenga lugar la Igualdad de Parseval — Steklov(5). o para dos elementos f 
Y £ cualesquiera de Hl tenga lugar la igualdad (5. 

LEMA 4 Para que el sistema orionormal ty, ta. . . sea Dase orto. 
normal del espacio 1, es necesario y suficiente qué una variedad lineal 
tendida sobre el sstema sea un conjunto siempre denso en H. 

es una baso ortonormal en Á, entonces en 

nto Y E H es aproximado con cualquier gra- 

do de precisión por sumas parciales de su serle de Fourier que son 

cgmmbinacionos Xineales de ste sistema. La ncendad quedo así eta 
cid: 

Demostremos la suficiencia. Sea f un olemento arbitrario do M 
Paga, +0 añirrio Mallas al néocro p=p (e) y los números 
(e) tales qu 


w-3 artejer[|<e. En virtud de la propiedad mínima de los 
coeficientes de Fourier 


¿srl Zawat<e, 
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de OT se deduce la posibilidad de desarrollar f en la serie de Fou- 
rier (4). 
"rsonina. +. En el espacio separable de Húbert exite una base orto- 
normal. 
Sea Aj, kz un conjunto numerable siempre denso en XT. Designemos 
por lo el primor elemento hi; == ++» =Ai=1 = 0) de esto con”. 
pato into de oo, y meiato a  rimor diente sejunto 
lotto Misas «os que Junto con hy forma un par do elementos li 
nesimente Independientes, ete. El sistema numeradlo (o finito) Ly: 
ha, . . . es linealmento independiento y las combionciones linoales do» 
fémenios de esto sistema son sierpro densos en H. Translormomos 
el sistema Ay, Ry, + (p. 5) en un sistema numerable ortonormal de» 
elementos , Suyas combinaciones lineales son también: 
siompre densas en /7. De acuerdo con el lema 4, este sistema es una 
base ortonormal del espacio 47. El teorema 4 está demostrado. 




















$ 3. Operadores lineales. 
Conjuntos compactos. 
Operadores totalmente continuos. 


1. Operadores. Funcionales, Sean_B, y By espacios de Banseh 
y,son B un conjunto ubicado en B|. Diremos quo en B; está definido! 
el operador A (operador A de B, en By), si a todo elemento / € B; so 
le ha puesto en correspondencia algún elemento g EL, : 8 == Af. 
El conjunto 13; se donomiva campo de definición Da. Da w= 
del operador 4 y el conjunto de elementos del tipo 4] para ) € Das 
campo de sus valores Ra = By. 

El operador A recibe el nombre do funcional, sí el espacio £, os 
wn conjunto de números complejos (por norma en ste último so toma 
el módulo dlel número complejo). Comúnmente, las funcionales se 
desiguan con Jotra l, 

Los operadores más sencillos son: el operador O, nulo, y (cuando 
B, = 8 1, wnitario, determinados de la manera siguiente: O/ == o 
paca todo FE Do, 1J =] pata todo f ED. 

Un operador 4 se denomina continuo en el elemento [€ Da, si 
toda sucesión fa, E == 1, 2, . ... de elementos de Day convergente en 
la norma de B, hacia J, es transformada por Él en la sucesión AJa, 
k = 1.2, ..... queen la norma de E), converge hacia Af. Un operador 
AA se llama contínuo en el conjunto E. Da (en particular, 6n Da), 
si es continuo en todo elemento f € E. El operador Á continuo on 
Da, lo llamaremos continuo. 

Un operador A so denomina lineal, cuendo Da es una variedad 
luca] y A (cf + cf.) =cr4/, + csAf, para todo elemento /, E Da 
y todo número er ¿=4, 2. 
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El operador linesl A pono en correspondencia el elemento nulo 
del espacio 8, con el elemento nulo del espacio B,, Ya que 
Ao AO) 0-4 => 0 
( es un clomento arbitrario de D,). 
Para que el operador lineal A sea continuo, es necesario y suficiente 
po den enel loment malo (o, en pora, alq elemento de 


la necesidad de Ja afirmación es evidente. Demostremos la sufí 
ciencia. Sea fa, k =1, 2, ..., una sucosión de elementos de Da 
quo converge hacia /E Da. Como ga =/, —f, k =1, 2, .. 
una sucesión de olementos de Da, convergente hacia coro, Aga > 0 
cuando k —» co. Esto implica que Af, — Af cuando k—= 00, La afir- 
unción está demostrad 

Supongamos que Ay 1==1, 2, son opuradores lineales de E, en 
Ba Dayo=D as, y €1. ¿m=1, 2, ciortos números. Delinamos el opo- 
rodor A=ciAi-besA, de la manera siguiente: para todo /€ Dz 
Om Al er) hostal: E operador A es también Mnesl. 

ASÍ pues, en ol conjunto de operadores lineales con campo de 
aorinción común están atrodocidar lar operaciomos de adición y 
mliplieación por números complejo. No es dificil) convencerte de 
Fu ct conjunto forma un espacio linal. 

El aparador inca A so denomina acotado, si existe una cons- 
tanto OSO tal que 1A/ li <CN/ lo pora todo JE DA, o. lo que 
e dd NAC para aquellos fEDA, com los que 
Nim 

La cola inferior exacta de los valores de la constante C se lama 
morma dol oparador A Y so designa mediante 114 la 


Mostremos que 
11410 
VA 22 Tra A LOS 0) 

PA 


Designemos con a la expresión sup 1 4/10/11/ 


Cor todo FEDA NAS hos. la, <a, entone A le 
AS AA 
superior exacta, cualquiera que sea e>0, existe un elemento f, € 
€. es el cual [[Af.llo:/ fell 28. Esto significa que 




















pl todo eS 0, es decir. Alix. Así pues, 
All=a. 

Ja particular, si ol operador A es una fancional lincal acotada, 
A=Í, su norma es 


a MS 


MEAN 
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Observemos que un conjunto de operadores lineales acotados con 
al compo de definición común es una variedad lineal en el conjunto 
de todos los operadores lincales con el mismo campo de definición. 
La norma introducida del operador lineal acotado satisface todos los 
asiomos de la norma. Es facil mostrar que esto espacio normado es 
completo [o decir, s el espacio de Banach). 

Ina relación entre los conceptos de continuidad y acotación para 
los operadores lincales se releva por la siguiento afirmación. 

Para que un operador lineal A sea continuo, es necesarlo y suflelente 
que sea acotado. 

úsurenecia, Su que una sucesión fa, ke=1, 2, 
D, converge (en Bj) lucia JE DA. Como 


NA — Af llos 114 (M— lla ANS ln + 0 


cunndo k=» co, resulta que en D¿AF1— Af cuando K=> 00. 

xecesmap. Supongamos que el operador A no es acotado; on «sto 
caso existo una sucesión fi. km=1, 2... de elementos de Da, 
pora la cual 4/5 lla, >k Pero esto contradico a la conti 
nuidad del operador" A, puesto que la sucesión fa= fi/(K||JA 





de 






















kml,  Pertovecionte a Da. tiende en Di 8 ceo, san 
que la In Ala. Ed 2, >... mo puede tender 1 A0=o, 
porque 11 4/h llas 4+ 


Un operador lincal acotado 4 con el campo de definición Da, 
úsiempro denso "siempre podemos considerarlo prefijado en Lodo 
el By, detiniéndolo adicionalmente en E, Da del modo siguiente 
Sea / cualquier elemento de ByxDa y 808 Jas Ko 4,2, . tna su 
cesión do elementos de D, que en la noria do 1 converge hacia 
1 (D, es siempro donso en 8). Como el operador A os acotado, la 
sucesión Af, ko 1, 2, -  ., de elementos de Ba es fundamental 
en By. Siendo B, completo, la sucesión Afa, k 1, 2, . .., Mono 
Tímit en B;. Mostremos que osto límite no depende de cómo 5o eligo 
la sucesión Jar k == 1, 2, - - » Efectivamente, sen fi, k = 1, 2, 
alguna otra Sucesión de Da, convergente hacia /. Entonces, [Ji —= 
— Ala llo = NAV—f0 Nas NA Y NG fa lin 0 
do k-» co. Por consiguiente, ol límite sólo depende del elemento /. 
Tomémoslo por el valor A/ del operador A en el elemento /. La am- 
pliación obtenida del operador, llamada ampliación según la contmub- 
“dad, es un operador lineal acotado, dado en todo ol By. 

$i A, y A, son operadores lineales para lor cuales Ra,= Day, 
el operador lnenl 4/4, en Da, con un campo de valores en ta, 
se determina así: Az4 y/ = Ay (A-/). SÍ A y Ay Son operadores acot 
dos, Ad, es también acotado y 114x441 <11A, ll Ar ll 

'apongamos que para todo £ € Ra la ecuación Af = £ tiono la 
única solución f € Da. Esto significa que en ¡ta está dado un opera- 
dor (designémoslo mediante A=") que con el elemento y € Ka pono 
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en correspondencia aquel único elemento / € D pata el cual A] = £. 
El operador A+ se denomina interso dol operador A. Está claro que 
Dago Ras Ras o Das ACA =T, AA 1, Si ol operador A 
es lineal. él operador Ínverso A+ es también lineal, 

2. Teorema de Riesz. Como ejemplo do una funcional lineal 
acotada deinida en el espacio de Hilton, figura un producto esto 
Tar: fífomos al zar un elemento h EA, entonces (/. ») es (sogón /) 
una funcional lineal acotada (la acotación se desprendo de la des- 
igualdad de Buniakovski). Es muy interesante que con la elección 
adecuada de A € Al toda funcional lineal acotada, definida en 
(o, on virtud del p.1, en un conjunto siempre denso en 7), puedo ser 
representada como un producto escalar. fesulta válida la siguiente 
Importante afirmación. 

"tronxa :. (Teorema de F. Risa), Para toda funcional lineal aco- 
tada 1, definida en el espacio de Hilbert H, existe un solo elemento h € H 
tal que para todos los | € H se cumple 

10=04 10] 

Domostrando este teorema, limitémonos al caso de un espacio 
soparable do Hilbort H (emplearemos el teorema sólo pora los ospa- 
cios de este género). 

Sen tj >< =s 6 > << una baso ortonormal 60 /7 (la que oxiste on 


virtud del toorama 1, $ 2) y oa 2 ies un desarrollo en la sorio 

















do Fourier de cierto elemento JE. Dado que ¿na H para 
Pr 00, en vista de la continuidad de la funcional 1 se tiono 


10) =1i0 13, 10) 10 $, fate) = 310 
AS 
dondo Ma=TTr), k=1, 2, ... 

Examinomos el olomento 1= Gn. Sabemos que (LA) |< 


D y que LA). STA 
-3 IMaP==AP]?. Entonces, para todos los 921 SIMPLE. 


Esto sguifica que la serie 3 ¡haP es convergente y ÁIMP< 





(0) 








11114?) (acotación de la funcio: 





<l! IP. Do acuerdo con el lema 1 (p. 6, $ 2) la socio 3) men con- 


vorgo en la norma del espacio hacia cierto elemento hE 
(lx son los coeficientes de Fourier “del elemento A). 


Sustituyendo en (3) fa y 
uuidad de la funcional 7, obtenemos la igualdad (2): 





0, ney=0, Diem 


Si a la par con la representación (2) existe otra representación 
de la funcional ¿: 1 (f) == (f, A”), entonces (f, h — h') == Ú para todos 
sf € H. Esto quiere docir que kh == h'. El teorema queda demos- 
trado. 

Observemos que al demostrar el teorema 1, hemos establecido la 
desigualdad [A 1 < 111 ll. Do (2) y de la de idad de Buniákow- 
ski se deduco una desigualdad recíproca |) 11 < 11% ll Por lo tanto, 


(12m 10 le 

3 Gprador conjugado, Sen 17 un espacio deere y sen 4 un 

operador lineal de Hen 27, definido en el conjunto D, siempro denso 

“en HI (on ol caso general no se supono que el operador 4 sea acotado). 
Supongamos que Da» es un conjunto de todos los elementos de 

H que poseon una pcopiedad siguiente: para todo g € Da» oxisto un 











olomento A EH tal quo para cualquier f € Da se cumplo la igualdad 
AS 





elemento mulo del 
cio 21 lo porteneco: ol do po. 
Domostromos que a cada elemento g € Da» lo está asignado un 
solo olemento A € 7, Supongamos, al contrario, que a cierto g € Das 
,den dos elementos h y A” de HL. En oste caso para todos los 
e lugar la igualdad (/, A — h' = O, de la cual so deduce 
(recordemos que Da es siempre denso en M). 
en Das está dado un operador que vamos a desig- 
cada elemento g € Das le está asigaado un ele- 
14 EH tal que 


Ah e 6, A%e 4 


para dodo / € Da. El operador 4 se lama confugudo al orador 4 
conjunto Das de todos los elementos de 27, para los cuales se 
cumplo la igualdad (4), cualquiera que sen / ED, es el campo de 
defivición del operador conjugado. 

Sean gy £s elementos arbitrarios de Da, 0, cn números com 
pgs coser. Entonces, en vist de (4) lstencs para todo 



















monto Único A me 


Uala+adr)=alÍ Ata, Ate) 
GAL, g) +ENAS, 6) =(A), cu teo 
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Esto significa que crgi-+ca£:€E.Dao (es decir, Das es una variedad 
lineal) y Aun +cce)=cd"g+esA"g;- Esto quiere decir que 
el operador 4* es Lineal. 

Supongamos ahora que el operador A es acotado, En vista del 
A, se le puede considerar dado por todo el espacio 17. Tomemos na. 
Slemento arbirario g €. Una funcional lineal 1() = (47, 6) 68 
acotada, porque 1110 AS Y MENA ME A 
pi e UA 
AER que 10 = (A 0 = 0, Y, 209, For coatquiesta, le 
igualdad (4) se comple para todos los £ E, es decir, Dan == 17, 

Demostromos que el operador A* es acotado y que 11 4* | = 
lA Sustituyondo en (9) [= Ag, obtendremos para g EH 
arbitrario 








ME PRA SA A SAD NAT 


ar LE o era 
nar 1< ¡tuyendo en (4) £ = Af, obtendrem 
Dotes orando JEMENAS NO NA E Porio tao, Y 


el operador A*, conjugado al operador lincal acotado 4 
sobre todo el espacio, es lincal, acotado y su norma 
igual a la del operador 4. 

Es fácil comprobar que (4%)* == 4, (64)? = ZA? (c 0800 nú 
mero complejo), (A + BJ? =A* +29, (AB) = B*A* 

4. Representación matricial de un operador lineal acotado, Al 
demostrar el teorema de Riesz homos establecido quo una funcional 
linea) acotada dada en el espacio separable de Hilbert so defino com- 

lotomente por sus valores cn la base ortonarmal de este espacio. 
b ¿lsmo mice también con los operadores linces acotados, 
jun oporador line] acotado que tía desdo un sspocio - 
rabia de Ellbare ll, Bon Das A, Y 0 
vna baso ortonormal de Z. 
Llamoromos representación matricial del operador 4 en la huso 
+o> a de motriz infinito 0130 (Ae, e)=(0,, A%e)), 134, 
J>1. Puesto es ---., son coeficientes 
Ve Four del donante enfe de acicro con e guniad 


de Porseval—Steklov (igualdad (5), p.7, $ 2), la serie 2 law kE 
convergo y para todos los J=1,2,... es válida la desigualdad 








me 
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Tomemos un elemento arbitrario [€ H y sea f= 3 her su 


desarrollo en una serie de Fourier. Como el elemento 47 €, sus 
coeficientes de Fourier son 


Canymtal, ep (A E, io e dB Mas eE ten 0 


Jl, 2, ... La serie en el segundo miembro de (6) converge 
absolutamente, ya que el término común f50,, es mayorado pol el 


término común de la serie convergente + (1/¿P+|01,F'). Sustitu- 
yendo los valores de los coeficientes de Fourier en la serio 


de Fonrier Af= 2) (A/),en. obtendremos 











A Y ut e (m 
Do oste modo, cualquiera que EH, el olemento A/ EH 
puede ser hallado por /. solo con la ayuda dela matriz (a,). Lo Último 





significa que la matriz (0,,) define completamento el operador 4. 

“Cuando (a;,) es representación matricial del operador 4 en la 
hos €, 26. : «sy (81), la representación corrospondiento del opera- 
dor conjugado Á*, tenemos 


al, = (4% e) = (01 Ac) 3, para todos los 171,51. 


El operador A se llama de dimensión finita (n-dimensional), cuando 
ropresonta el espacio de Hilbert 47 en algún subespacion-dimensiona 
suyo. 

Sea HI, un subespacio del espacio H, tendido sobro los elementos 
eu > + <> dm Para que un operador lincal acotado A transforme el 
Sipacio Hen H,, 0s necesario y suficiente que ayy = 0 para J >, 
151. Esta afirmación se deduce directamente de las Igualdades 


yo. 
8 Secadores nutoconjogadas. Operadores de proyección ortogo- 
nal. Un operador láneal acotado que está defipido on el espacio 
de Hilbert Al y actún de Hen 1I, so Ñama mutoconjugado, si A == A. 
A) operador autoconjugado e le puedo asignar la forma il 
neal hormitiano W(f, g) =(4f £) y la forma cuadrática (Af, /) 
torrespondiente a ésta. Dichas formas se denominan. respoctivamen- 
to, dilineal y cuadrática del operador A. La forma cundrática do un 
operador antoconjugado es de valores reales, Si (4/, /) >0 para 
dodo / de H, el operador autoconjugado A se llama no negativo, Un 
prados no mogativo se domi pst, (4) = Udo cuando. 
0. 
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La representación matricial (a,)) de un operador autoconjugad 
¿cummlo «espacio 1/0 sepaablo) poso a sigulonto propiedad: 
pá prinos qu 4 6, : ¿06 olaa Tao aeticrcaial de vn sejos 
«cio soparablo de Hilbert He, es un subconjunto 
aumerablo (o finito) de dicha os o > + 0 sube 
conjunto de ana base, adicional a la clogida. Denotemos mediante 
3 el subospacio tendido sobre los elementos ei, k=1, 2, ><, 
y medianto NR”, el subespacio tendido sobro los elementos ey 
k =1,2, . . . El! subospacio NY” (21) es una colección de elementos, 
portontciontas al sspacio My ortogonales a todos los elementos e7,, 
k=1,2,... (t1, kon 4,2, . .). Lo mismo expresamos diciondo 
que el] subespacio. 92 (22) es un conjunto de todos aquellos elomen- 
dos de 4 en cuyos desartollos ea serios de Fourier según la base e, 
Km 1, 2, +, los cooficientes de Fourier do los elementos ey, 
k=4,2, ....) son todos nulos (esto es, en los 
los miembros correspondiontas). Los subespacio 
My 3" son ortogonalos, N' 12M 
Comparemos un elomento arbitrario f £ HI, cuyo desarrollo on la 
Fourier tione la forma )) faea, y los elementos 
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Las sorios de (8) convergen en la norma del espacio FT en virtud de 
la desigualdad do Bossel y del loma 1 (p. 6, $ 2). Por eso, las corro- 
Jaciones (8) definen en X dos operadores P” y P”, los cuales son linea- 
os. Los campos de sus valores son: Rp- = %', Rp == R'. 
'Los operadores P” y P* se llaman operadores de proyección orto- 
mal del aspacio sobre los subconjuntos R” y R”, respectivamente 
a alcala, en lo mcalvo ls vasos a llamar pecados prog: 
tos). 
Un operador proyectivo es acotado y su norma es igual a 4. 
Efectivamente, como para todos los /EMPP IR 


=21/tS3 lP=11P, resulta que [PUSE Pero, Pe, 
7, es decir, PP ft 
Un operador proyectivo es autoconjugado, puesto que para f 


y he cualesquiera de HIP ml lata 1 E fate 10 
= 2 Mha=0. P 
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De la ecuación (8) se deduce que para todo FE 
faU=P IP I=P4P", (w 


dondo P'JER", PIER”. Además, 


MP PIR PR DP RAI AA 

PL NA PT POP NATI (10) 
ya que LR. 

6: Conjuntos compactos. Sea HT un espacio de Hilbert. II conj 
to <= H 30 llama compacto on HI, si toda (infinita) succsión do sus 
elementos contieno una subsucesión fundamental en 7. 

1. Un conjunto compacto es acotado. 

"colado, Mostremos que este conjunto no 
puedo ser com 10 olemento fi del conjunto y do- 
Algnomos por 3 na bola da rado 1 y con el otro en 3, s decir, 
conjunto de aquellos olomentos / € X para los cuales || / — FI] < 
Como «no es acotado, el conjunto ek = 4 Syuesno vacio, Tomo 
mos al azar PEA, (1/ —f 1 >0. Como el conjunto y su 
m4, Sn tampoco es vacío, exísto in elemento /? EA tal que 
UP JP >t PP 1 > L: Continuando este proceso, obten- 
remos una sucosión PP k == 1, 2, -. ., de elementos de -£ quo satis- 
facon la desigualdad 1f — ¿113 1, cualesquiera que sean £, /. 
Lmk j. Esta sucesión no contiono ninguna subsucesión fundamental. 
Por consiguiento, el conjunto 4 uo puedo ser compacto, 

nia 2, Para que un conjunto A. del espacio de Hilbert Al de dí- 
menión finita (Almenional) seo compacto, e nacer y mjiciente 
¿ue sea acotado. 

LA necesidad de la acotación so desprondo del loma 1. Domostre- 

suficiencia. 

Ya que ol conjunto £ es acotado, 1/1 <C para todo JEof. 
Por esta razón, los coofícientes de Fourier [1 ==), ed, L=4, ¿20m 
dol desarrollo f == fits + +. - E Jaén de un tlemento arbitrario 
JEwN*) sntistacon las desigualdades 1/1 =1( ed 1< NI 

| F1<C- Por consiguiente, para. cualquiór sucesión /%, 
En 1, 2, .., de elementos pertenecientes a Y una sucesión de 
vectores n-dimensionales (f), fade k=4,2, .. .. dondo fi 
sm» (f*, 61), es acotada. Según el teorema de Bolzano —- Weierstrass, de 
la última succión so puede extraer una subsaceción fundamental 
A E 


TS A A 


+] Segin clerta hase ortomormal ey 
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La ión correspondiente fame + ... Hines 
a 





(Pp ño. 


cuando 5. po. 


her 0 





La afirmación cstá demostrada, 
7. Teorema de la compacidad de conjuntos en un espacio separable 
de Hilbert. Sen 1/'wn espacio separable de Hilbert de dimensión 
infinita y sea €. . --, en su boso ortonormal. 
Indiquemos primero que no todo conjunto 
:cto. Por ojomplo. cualquier conjunto acota 
Beso ortonormal no es compacto, puesto que 
(en virtud de la igualdad e, —e1=V2, ip, 
Puedo ser extraída, una subsucesión fundamental. En porticalar, 
sl conjonto (1/1 <A) (una bola unitaria cerrada) n el espacio in- 
finito es no compacto. 
Dosignemos por P un operador proyectivo que representa FT en 
+l subespacio de n dimensiones 4, tendido en los olementos e, 
En, Y sen Pim] Para todo [€ y n>1, orbit 
he diegido, tenemos (véase (9): 








fado de H es com- 
que contiene 
sucesión ea, ko 



























US (41) 
ondo Pif= hen. Pit, 3), tao Do (11) 0 deduco que 
ES 112) 


ondo NE5AIE=  La 12aN 


úpara todo / € 1 la Sucesión mumérica || 25% 
>, Mende a cero, cuando n= oo, sin crecer de manera 






Tromala 2. Para que el conjunto sf C 1 (H es un espacio separable 
e Hilbert) sea compacto, es necesario y suficiente que sea acotado, y que 
para todo e >0 exista un número n= (0) tal que (Pi Se, 
cualquiera que sea [Ek 
cres palabras para que el conjunto «£ sea compre, es no- 
cesario y suficiente que sea acotado y «casi de dimensión finita». 
genera. Sea 1 | SC paa todo f Es. Tomemos una suo: 
sión arbitraria f, k= 1,2, . . .. de elementos pertenecientes a ok. 
Hagamos e =1, entonces || PJ! 1 <1 para todo E, dondo a 
= 1 (4). Puesto que li Pa? 1< 118 NS C para todo (Pa de (11), 
ol conjunto Pa? k =1,2, - >, es un conjunto acotado del espacio 
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dimensional H,,. Según el lema 2 (p. 6), del último se puede 
Tierna subsucosión fundamental y de Éte, un subsvcasidn Pei, 
0 que posea la siguiente” propiedad: || Pafi" — 
— Pf? 11 SA para todos los s y p >1. En este caso, para la sub- 
q PEO Aena as desiaiado (vin 


pe par, 











ES 
A 
que son válidas pora todos los p y. 
Valiéadonos de e==1/2, tomemos un número n=" (1/2). 
La sucesión Payf!o*, pertenece a /I,, y es acotada; 
por consiguiente, de olla podemos ubsucesión Prof? *, 
para la cual [PS 1<1/2, cualosquiera 


de (19) tenemos PPP PS re 
E lPral POPE UA 4 41454 para tados los 3, pi Gto, 
Para £=4/£ hallemos n; =n (1/6) y destaquemos de la subsucosión 
, Una subsucesión Pp fk%, 3001, 2, ..., tal 


que [125 Ps, f*PIIS1/%, cualesquiera que susu 5, p. Para la 
subsucosión /%%, 21 2, -.., en virtud de (12), [1% J% 
LS Ús 

La sucesión diagonal f%%, s=f, 2,..., es mua subsucesión 
de la sucesión de partida y para ella se verifica 1/"—/**"IG 
<5/b, para todos los p, sí. es decir, os fundamental. 

NeceswaD, La necesidad de lo acotación del conjunto »4 fue de 
mostrada en el loroa £ (p.6). Demostromos la necesidad de la sogunda 
condición del teorema. 

Sea +K compacto, pero, sin embargo, existe lal e, >0 que para 
todo n Y PAP > ea. para cierto FEA. 

Tomomos ny arbitrario y hallemos, según él tal fUEA que 
HP f*>tw- Portiendo de /”, olijamos m, > de tal manera que 
PL" <e/2 (esto es posible, dado quo pura cualquier /€H 
ijado || PAf|—>0 cuando k--00). Según n, oscajamos f*Eolf de tal 
modo que [1P5,f"*I[>to. Según 1” hallamos na de tal modo que 
IPS“ NSey2, y así sucesivamente. Resulta que hemos obtenido 
la sucesión /%%, k==1, 2, ..., de elementos de sl para la cual 
son válidas las desigualdades 


MES MPa PAN cz 
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AMostromos que anta suceión no puede contener una subarcasión 
fundamental. teniendo en cuenta (12) y el hecho de que la 
función [| P5f ll os monótona según n, tenemos para todo k >: 


SS 
A NS 
APA PS, PUN (00112) o3/h. 
notario, Ses eel conjunto de un espect separable, de Hilbert 
HH. Exominemos una familia de conjuntos f = H, e >0, que posoe 
la siguiento propiedad: en cada s£,, e >0, para todo / € all existe un 
elemento Pr tal que 1f' —f 1 < e. St para una sucesión 
> O cuando kr 00, € 
los, entonces A es compacto. 

















>0, todos los conjuntos ef, son compac- 








o 08 compacto, exitirá tal n= m (es) que 1.Z3) NS en para todo 
1Evlty. Mas, en este caso para cualquier [ok || P5f ll == 
AIDA PNL NP PAM MPA NN 
—Fll+ ea <2ey, siempre que f' es un elemento do ss, de tal 
género quo [If —/” l1< ta. Como e, +0, en virtud del teorema 2, 
sl conjunto sk os compacto. 

8. Compucidad débil. En conjunto sk perteneciente al espacio 
de HUhert 47, se denomina débilmente compacto, si en cualquier su- 
cesión do sus olementos so puedo elegir una subsucasión que convorja 
débilmente hacia cierto elemento de JT (no es obligatorio que este 
slemento pertenezca al conjunto sf). 

"TONEMA 3. Todo conjunto acotado del espacio de Hilbert es débil- 
mente compacto. 

Efectivamente, 
sino también necosa 











¡cotación de un conjunto no aólo es suiciente 
ya que éste sea compacto. Sín embargo, no 

"108 Himitaremos a demostrar 
caso de un espacio separablo do 








Son 6, k == 4,2, . . ..una base ortonormol // y sea «f nn conjunto 
acotado en 47: 1/11 <C para todo f Ek. Tomemos en sf una sucesión 
imei PEA 200 Posa qe IP NEC por todo Lo 
sucesión numérica (, 4,2, - ... os acotada: | (%, e) |< 
MALO: Bor lo toto, dela sucesión A. k 
so puedo extraer Una subsucesión fi, E = 1, 2, - 
sucesión mumérica ($, es) converja' hacia cierto 0) 0 
uendo ke co. La sucesión (/.», 0) es también acotada. Esto quiere. 
decir que de la sucesión fl.*, k =1/2, ...... se puede extraer una sub- 
Pe k=4, 2, .... para la cual la sucesión numérica 

(PA, e.) tienda a 0, cuando E co, ele. 

















E 
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Mostremos que la sucesión diagonal 2, k= 1, 2, . ... es de 

achil convergencia. Ante todo indiquemos que para todo $ >1, 

(PA, e)+ 04 cunmo le=> o. Por ollo, cualquiera que sea m 542 
emos 








qa, Joe)= 3, 


Puesto que [(19, JP O Zlop, re 





199, e) Bios? cuando kmo. 


aulas Hueso para todo m > 1. Por consiguente. PS 





<C*. En virtud del lema 4 (p. 6. $ 2), la serie 
hacia cierto elemento JE, con lo particularidad “de que [/IP== 
= $ion e Mostremos que la sucesión PA, ku 


débilmente hacia /. 
Sea g un elemento arbitrario de M. Tomemos al azar e>0 


y clijamos un número ss=s (2) de tal maven que 3 la 
Le 


Conforme a la igualdad goneralizada de Parseval — Stoklov (5), 
p. 7. $ 2) tonomos: 


E 














< Hina o—alial+ 


+ E 10 cota Dore 9 





(Sres Bor Earn. 


(E rmonan< 3,10 ot E lar< oe. 


Según la definición de los números 01, el primer sumando en el 
segundo miembro (13) también podemos hacerlo menor que e, si 
para cierto Ka (0) 4 > Ka (0). Por eso, |(P% 10) 1 eb (Ch 
AF ILF MD paro de > ka (e). El teorema queda demostrado. 
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9. Operadores totalmente continuos. Sea Y un espacio de Hil- 
bert. El operador A. que actúa de Hen JT y está definido on H, se 
llama totalmente continuo, si transforma cualquier conjunto acotado 
en un conjunto compacto. 

Si los operadores A, y 4 Son totalmente continnos, el operador 
es, + es4y es totalmente continvo, cualesquiera que sean las cons- 
Santos e, y dz. Si-4 ex un operador totalmente continuo y Z, un ope- 
rador acotado, prefijado en 47, los operadores AB y BA son totalmen- 
lo continuos. 

Del loma (p 0) a desprende que un operador tamente conti 
¡10 os acotado. Sin embargo, no todo operador acotado es totalmente 
continuo. Así, por ojemplo, wn oporador unitario 7 que actús en un 
espacio do Hilbert do dimensión infinita no puedo ser totalmente con- 
tino, puesto que transformo un conjunto acotado no compacto, 0 
sea una baso ortonormal, en sí mismo. 

Un operador acotado de dimensión finita es totalmmonto continuo, 
lo que so dexuco dol loma 2 (p. 6). Como zoneralización Inmediata de 
esta afirmación nos sievo ol Siguiente criterio. 

"TRontaa 4. Para que un operador lineal acotado A, que está defi- 
nido en un espacio separable de Hilbert JT y que actúa de 1 en 1, sea 
totalmente continuo, es necesario y suficiente que para cualquier  >0 
se puedan hallar tal múmero.entero n = n(e) y, además, tales operadores 
Unenles A, y Ay (Ay es de n dimensiones y Ay |< 0) que 


AA+ Ay (14) 




















De osto modo, los operadoras totalimente continmos son «casi de 
dimensión finitas. 

secesivar. En virtud de (11) (vénse p. 7), para enolesquiera 
1 EH y n>0 tenemos el desarrollo 


Aj = PSA HPA] (A = PA 4 PA). 5 


Como A es totalmente continuo, según cualquier e >0 se puede 
hallar tal 7 == n (0) que 11 254 | < +. Efectivamento, do acuerdo con 
ol toocemo 2, 1 P54f 1 = 140 ] PA (USD US SFM: dado 
que do la acotación dol conjunto (// 1 |!) se deduce la compacidad 
dol conjunto (A (// 11 11) ). Como el operador P,4 es n-limensional, 
la necesidad queda demostrada. 

'urIexciA. Sen f%, fm 1. 2, ..., una sucesión acotada arbitrario 
perteneciente a H, IP I<C, k=1. 2, ... Mostremos que de la 
sucesión Af', k=1, 2. ..., se puede extraer nna subsucesión 
fundamental. Tomaremos los números 2 >0 del conjunto 
44, 1/2, ..., Vb, ...) y para e=1/ hallaremos n=n(1/0) y los 
operadores A; y As tales que A=4:+4Í (4! es ni-dimensional 
y NA¿I<1/4). En este caso 1AJI=I14—AJISIAN+1AISNA NA 
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sl ojuata gestado de un espacio dime 
Vlema 2. p. 6) de él puedo ser elegida la subsu 
O e e de 
¡ psga le siguio prontdad: 14» ls 
a ENAAIZA :C. Af, kt, 2, “es una sucesión acotada 
de un conjunto m-< dimensional. Por consiguiente, existe su subsu- 
cesión fundamental Ajf=*, k=1. 2, ... En esto caso se cumple 
la dotada MAA SIAZIN A ANSE-C, y así sucesivamente, 
La sue diagonal Pt, P%, evidentemente, las si- 
sientes propiedal wpa sucesión Af 1,2, .... es fun- 
Elmental paña todo ¿, puesto que para todos los k'>>1./hi son elo: 
mentos de la sucesión f**, k =1, 2, Adomás, || AiP=* | <C/lL 
wa todo í. Mostremos que la sucesión AP? kom1, 2... 08 
idamen! “Tomemos arbitrariamente e >0 y fijemos (> 1/8. 
En oste La] que la sucesión A¡f+*,k =1,2, ..., es fundame 
dal, ta (cuando k y s son iciontemente grandes): 
nar: AS PANA NS 


+A NAS EH CHE (+20) 0, 
lo que so trataba de demostrar. 
] teorema 4 so doduco, en particalar, la afirmación siguiente. 
Sen A un operador lineal te eonlinuo que está definido por 
todo el espacio separable ha Hilbert H y actúa de H en H. Entonces, el 
rador A*, conjugado al primero, es totalmente. continuo. 
En electo, la veprarentación (14) engendra otra representación, 
a saber, A*o= AT Aj, donde Aj lA, <+. Por lo 
tanto. la afirmación envuciada puedo considerarse demostrada, si 
mostramos que el operador 4; os do dimensión finita. 
Sea Ra, un subespacio -limensional del espacio / y son 
, a, su base ortonormal. Entonces, para todo JE HA] == 


- Fame E 04: 
hy g de H, tonemos 


ao 0. 






















































os 





) es. Por eso, cualesquiera que sean 











lim: E et 


es decir, 





U-Ate= (il, 6) (l 5 sie). 


Par esta razón, para todo g EM resolta A3g= Y gres. Esta 
igualdad significa que A ,p es un subespacio tendido sobre los elo- 
mentos Aféjy « « », Alen, es decir, que es de dimensión finita. 

toa 
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$ 4. Ecuaciones. lineales 
en el espacio de Hilbert 


Los raconamientos expresados en este párrafo son válidos para 
cnalquioz caso de un espacio de Banach, Sia embargo, ns limitamos 
a la consideración de nn espacio separable de Hilbert XT. 

1. Operador lincal contraído. Un operador líneal A «que está 
detinido en JT y actúa de HT en H, se Mama contraído, si NA | <A. 

taxa 1. SEA es un operador contraído que actúa de H en H, existe 
sun operador (1 — A) que está defénido en II y actúa de Hen, te: 
niendo lugar la desigualdad NI A)" < ¡Fay " 

Para demostrar, examinemos la ecuación 

UA me (0) 
y ¡estemos que, cualquira que sen £ €, la única solución de 
dota ecuación será aquella que está reprosentado por la serio 


1=3 ASE(A? == D), que convergo en H. 

Esta sorie es convorgonto, puesto que el espacio H es comple 
mientras que las sumas parciales gu) alg do la serio forman 
vna sucesión fundamentel: cuando pm 
her ANN APE+ .. + ATINA 

Sea. 

El elomonto / € H es lo solución de lu ecuación (1), ya que 
UNHA EA e 

La solución es única. En efecto, sea que oxistan dos soluciones 


la scvación (1): f, y fa. En oste caso, f == /, — ff será una solución 
lan f == 47. Por ollo, para esta ecuación se 








LS 
lle LG 0 cunado m, p=+ 00. 











vulta pues. que el operador (1—AJ* existo y 
por todo el HH: como ¡IAH RN=NE+ ARE ++ 


SlleNic+1A0+---)= 72h pora todo gE1I, ol operador es 


acotado y 11(U—AJ "Sy [3p > El lema está demostrado, 

al eto 7 > 5 iones del A CESPUpTN 
el operador acotado (1—. Ys puaato qee e RA N<1. 
Además, (1— 49% 10 — Aoi 
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Para demostrar la última igualdad tomemos al azar [' y EH 
A floma 1) tales f y g € H que 1 — Af = 
aque PUDE, la ón 
(LU — AY, 8) = (), (1 — A*) £) puede ser escrita en la forma (f', 
UA E) (1 — AJÍ, Se de donde proviene la igualdad 


que, necesitamos. 

y con operador totalmente continuo. Examinemos 
la ecuación (1), sin hacer suposiciones sobro la pequeñor de la noria 
del operador A. En vez de esto, vamos a considerar que el operador 4 
es totalmente continuo. 

Valiéndonos del teorema 4 (punto 9) del párrafo anterior, podo= 
mos escribie la ecuación (1) en la forma (1 — Ap/— Ay == £, 
ondo el operador A, es n-dimensional y (14, 11 < e <A. Donomit 
mos por he el producto (1 — Ay). En virtud del lema 1, ol oporador 











T— Ay tiene un oporador acotado inverso (7 — 4 y)"!, definido en /T: 
U—Ayi=h =U—AJ*h a 
La ecuación (1) para l se escribirá en la forma 
ho Ay (l—AY Eh yo 10) 
Son A* un operador conjugado a A. La ecuación 
Um A1 e ge 4 
se Mu 





conjugada a la (1). De la igualdad A = 4, + 4 tenemos 
que A* = A? + 43. En vista de la obserw 1 

fador (1— As) tiene en Mun operador 

10 aye, 





ión al lema 






U—ADIP 230, gm (1— AD. (2) 
Lo ecuación (1*) puede escribirse en la forma 
(AD — ARI 
Aplicando a ella el operador (7 — AF)”, obtenemos ma ocua= 
clón equivalente 
PAYA +, 55) 
en la qué rador [(1 — Aj)"11* A] está conjugado» A, (Y — AY 
(en de ecuación (3). sc 
El operador A; (1 — Ay" identomente, n-dimensional, 
poro que su rprsontación matricial (0) e la huso, ortoncrmal co 


Frespondiente ey E == 4, 2, .. - (01 subespacio tendido sobro los el 
mentos em... en Coincido con Bayo 


ay = O pora ¿> 4,J > n + 1 (véase y. 

















2) posee la. propied 
43), con la particularidad 
qe 
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de que la fórmmla (5) p. 4, $3 nos da para todo j 
3 (0 PSA UA Po 
Do acuerdo con la fórmula (7). p. 4, $ 3. la ecuación (3) puede 


ser roprosontada en la forma he Y Y hr0,50) Bes, que es 


lonte, debido a la independencia líneal del sistoma €4, £5, --=+ 
sitema Slgebraco de ecusciones para, los coeficientes de Fourier 
Ms === hno +=» del olomento buscado hi 











—Zadmrn 1<0 me >. 
Como los coolicientes hy, para / >, son conocidos: 
hrs 1>m, 0 
el último sistema se reduce al sistema de ecuaciones algebraicas 


1 Jammert 3 a 


sogón ol cual se hallan hy, ¡En 

De modo análogo, la ecuación (3") puedo ser sustituida por un 
gistoma nlovbraico oquivalente para determinar Jos cofiientes do 
Fourior /5, J ==4,2, . . .. del elemento /* en términos de los cooli- 
cientos de Pourier 27, J=1,2,. - . del olemento 2% == (1 — AJA g*. 
Tn esto caso para /), / <n; obtendremos un sistoma algobraico Jinoal 


0 dm 














n Zat=e. Pudo cc (5 


través de /J, /<m, por 





y If, 1>n. so determinan univocamento 
lo de las fórmulas 


has+ Hit 1 a 





3, Primer toorema de Fredholm. Las matrices de los sistomas (5) 
y (5*) son conjugadas según Hermite. Esto sígnifica que los módulos 
do los determinantes de estas matrices Son iguales. Por consiguiente, 
sí uno de estos sistemas es resolublo con cualquier término indopen- 
diento (es decir, el determinante correspondiente es distinto de cero), 
antonces el otro sistema posee también la misma propiedad y las 
soluciones de los dos sistemas se doterminan mmívocamente. En 
praticalar, las soluciones de Jos correspondientes sistomas homogéneos 








$ le ECUACIONES LINEALES EX EL ESPACIO DE HILBERT 404 


son todas mulas y sólo mulas. O, bien: si uno de los sistemas homogé- 
neos ((5) 6 (5*)) sólo tiene Solución nula (por Jo tanto, el determinan- 
te correspondiente es diferente de cero), el otro sistema tombién 
po dicha propiedad; en st caso Lo sisiemas (*) y (5) ss retar 
bles (onivocamente), cunlesquira que sean lo ¡minos indepen 
entes. 
Esta misma propiedad es propia a los ecuaciones (1) y (19). 
En efecto, supongamos que la ecuación (1) (6 (1*)) es resoluble 
para cualquier g (o g*) de 7. O bien, que en virtud de (2) (6 (22), la 
nisia ecuación (3) (6 (3*) es resoluble para cualquier g (039) de 3. 
En particular, es resoluble también para cualquier q (0 2*) del subes" 
pacio tendido sobre los elementos éj, . . ., €. Por consiguiente, 
ol sistoma do ecuaciones (5) (6 (5*)) es resoluble, Cualquiera que sea el 
segundo miembro. Es decir, ol determinante del sistema es distinto 
de cero, y los sistomas homogéneos ($) y (5%) sólo tienen soluciones 
nulas, Entonces, on virtud de (4) y (49), las ecuaciones homogéneas (1) 
y (1*) sólo tienen soluciones nulas, 
Viceversa, supongamos que una de las ecuaciones homogéneos (1) 
ó (1*) sólo tiene solución nula. Entonces, el sistema homogéneo 
correspondiente (5) 6 (5*) sólo tiene solución nulo, Por lo tanto, los 
determinantes de ambos sistemas son diferentes de cero. O sen, los 
sístemos heterogéneos (5) y (5*) son resolubles (unfvocamento), 
cualesquiera que sea los términos independientes. En esto caso, 
virtud de (4) y (4*), son también resolubles (unívocomenta) las ecua- 
ciones (1) y (15) 
do H- Esto quiero d 
y U — Ary 
Mostromos que estos operailores son acotados, 
Supongamos que el sitema (5 es unirocaínte reslublo (ol 
determinante de ón 



































Puesto que 
Btor 3 sel Áder+ 3, ten 
<P +2n A, (1 — Ap 14) =Ci 111, 





resulta que 
mece 
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mart Der 3 lr a+ CONCA. 


Por esto, según (2), 
MU<Cs MEN m 


donde C, >0 no dependo de g. Precisamente esto significa que 
operador (1 — A)" y, consecuentemente, (7 — A%)-3 son acotad 
MAJA Y AAN EC 

Queda, pues, domostrada la siguiento afirmación. 

romExA + (primer teorema de Fredholmo), Sea 4 un 7 
Uneal totalmente continuo que está definido en H y actún de H en H. 
Si una de las ecuaciones (1) 6 (1*) tiene solución con cualquier término 
independiente, la segunda ecuación también tiene solución con cualquier 
término independiente, con la particularidad de que estas dos solucin. 
mes son únicas, es decir, las ecuaciones homogéneas (1) (g == 0) y (1%) 
(4% = 0) sólo tienen soluciones mulas. 

Si una de las ecuaciones homogéneas (1) (4 = 0) $ (4%) (4% =0) 
sólo tiene solución nula, la otra también tiene sólo solución nulo. 
Además, las ecuaciones (1) y (1*) son univocamente resolubles, cuales. 

“sean Los términos independientes, es decir, existen operadores 
IT — AY y (L— AP), definidas en H, siendo estos operadores 
acotados. 

4, Segundo teorema de Fredholm. Observemos los sisto- 
mas (5) y (5*) los rangos de las matrices 8 == ll b;y ll, donde by; = 
=5 pl pm mn (81 = 0 cuando (mf ], By 1) 
y B* == (1 by, son iguales. Por ello, los sistemas homogéneas (5) 
y (5) siempro tienen un igual número £ «< n do soluciones linoalmer 
to indopendientos, Entonces, en virtud de (2), (4) y (4*), en los con- 
Juntos de todas las soluciones de las ecuaciones homogéneas (1) 
y (1) también ostán contenidas exactamente X solnciones linealmen- 
Yo. indepondientes. 

Do esto modo queda demostrado ol 

“teonzMA * (sogundo teorema de Fredholn). Si la ecuación homo- 
gónoa (1) (A es un operador totalmente continuo que está definido 
en H y actúa de H en H) tiene soluciones no mulas, entre éxtas habrá 
solamente un número finito de soluciones linealmente independientes. 
Amd, la ecc homeginea (1%) tina la mima cantiad de solos 





















elones linealmente inde 

5, Tercer leorema de Predholm. Pasemos ahora al problema 
dela resolución de la ecuación (1) en ol caso en que la ecuación homo- 
géónea (1) pueda tener soluciones no nulas. Sogún el segundo tooroma 
de Fredholm, la ecuación homogénes (1) tiene un número finito de 
soluciones linealmente independientes: f* .  .. ?. El mismo número 
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es linealmente independientes tieno la ecuación homogé- 
200 PO. El sistema f, «y (igual que ol sistema 
 £%*) puede considerarse ortonormal. 

eimesa » (orcer teorema de Fredholm). Para que la ecuación 
(0 con el y “totalmente continuo A. (que está definido en E 
y actúa de Hen 1) tenga solución, es necesario y suficiente que el 
dinero e roza tds las lacio d la cación homos 
mea (19). 

"Entre todos las soluciones de la ecuación (4) exist la única solución 
Y que es ortogonal a todas las soluciones de la ecuación llomogénea (5). 
Etsiquis sra slucin de a «cun (1) e, present comal puna 
la solución citada y alguna otra solución de la ecuación homogénea (1). 
Para la solución f tiene lugar la desigualdad (1) con una constante no 
dependiente de £. 

Supongamos (que la ecuación (1) tieno solución, En esto caso, on 
virtud de (2), exista una solución de la ocuación (3) y junto con ela, 
Aa To de la matriz B= 1d ll dond 

lupongamos que el rengo de la matriz B == Ud ll. dondo 
0d a A] 00 o ma os Ígual a e — E E Est caso el 
subespacio Ra del espacio vectorial redimensional tendido sobro 
los vectores B, == (Din =4,..., 1 — son columnas de 
e matriz 8, tieno dimensión n — k. Puesto que el sistema homogéneo 


cm: 3 Enft 0,34, -... 1 puedo escribirse en la forma 
























(e, B) =0, 1 =4,. . ...n, las soluciones de este sistoma forman uo 
soBospacio k-dimensional ortogonal al subespacio At,.a; designá- 
moslo medianto Ria. 

Según el teorema de Kronceker —Capelli, 
tenga Solución, es necesario y suficiente que el rango 

a Águal al rongo de la matriz ampliada que so obtieno agregando 

4D una columan de términos independientes en (5), es decir, que el 
vector de los términos independientes pertenezca al espacio Rp. 
+ (lo que os igual) que sea ortogonal al subespacio A? 

Tomando an coosideración que toda solución /* de la ecuación 
homogénea (1") tieno la forma 

Pulido. Men estan << 

donde ol vector 7*==(1%. .-.. /3) os la solución del sistema homo- 


génoo (5%) y ff= 
de ortogonalidad 























Tuff para [>n, y. oscribiendo la condición 
los vectores f* y el segundo miembro on (5) 





en la forma 
Alar E 00M Zi 3, añ. 
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sulla que sí la solución de la ecuación Reterogtnea (1) exist, a 
elemento g dobo ser ortogonal a todas las soluciones de la ecuación 
homogénea (1%). 

Y viceversa, si g es ortogonal a todas las soluciones /* do la sena- 


ción homogénea (1%), el vector con coordenadas 2, + 3 aye 


L= 6... mes ortogonal a todas las soluciones /* del sistoma 
homogéneo (4*): Por consiguiente, el sistema (5) y, junto con Él, la 
ecuación (1) tienen solución. 

Sea, Ja nna solución eualquicra de la ccusción heterogénea (1) 
y sea fi... fun sistema ortonormal de soluciones do la ecuación 
homogénea (1). Entonces, el elemento J = fa — (fo. f) 

F') 1% también será la solución de Ja ecuación (4), con la pe 
lad. de quo ella es ortogonal a todas las soluciones de la ecuación 
Nomogénea (1). Tal solución es única: si oxistiera otra solución de esto 
gónoro (7), su diforencia f —7, siendo solución de la ecuación homo- 
ónea (1). sería ortogonal a todas las soluciones de la ecuación homo» 
génea (1), incluso ortogonal a sí misma, es decir, / —7 == o 

Supongamos que /? es una soJución cualquiera de la ecuación hoto- 
rogónea (1). Entonces, /' —f =P" es la solución de la ecuación 
Nomogénea (1), es decir, f=/ + P. 

Demostremos ahora la desigualdad (7). Soa un elemento de Y, 
corcespondionte, según (2), al elemento /. Esto quiere decir quo h 
+s wma solución de la ecuación (3) que satisface X condiciones 


A SE 


Ya que la matriz ampliada dol sistema (5) tieno el mismo rango 
(4) que la matriz 2, algunas X ecuaciones eu el sistoma (5) son 
combinaciones lineales de las n — k ccuacionos restantes. Por lo 
tanto, sí oxcluimos estas % ecuaciones, el sistoma obtenido sorá 
oquivalento al sistema (5). 

De modo que el vector r-dimensional (y, .... a) es una solución 
de un sistema lineal compuesto de n ecuaciones (n — k ocuacio- 
nes de (5) y £ ecuaciones (8)), cuyos coeficientes no dependen del 
segundo miembro en (5). Además, do la unicidad del elemento / se 
desprende que y. +) es una solución (nica de eto sitoma. e 
decir, el determinante del sistema obtenido os diferente de coro. 
A 
de Cramer. Por consiguiente, para oste vector es válida la design 
dad (6), do la cual se deduce directamente la desigualdad (7). El 
toorema está demostrado. 

6, Valores propios y clementas propios de un operador tota 
continuo. Un número % se llama valor propio del operador 1 
que actúa de Men H, siempro que exista un clemento / € tal que 
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15 o y Af — Md: En este caso, Y se denomina elemento propio del 
operador A. El múmero a = 1/2, cuando A. =£ 0, recibe el nombro de 
número característico. Como a la par con fel elemento cf para cualquier. 
constante c=%0 es también olemento propio que corresponde a) 
valor propio 4, entonces, los elementos propios so pueden considorar 
normados, por ejemplo, mediante la condición || | == 1. 

El número máximo de elementos propios quo son linealmente: 
independientes y que corresponden al número característico dado 
(al valor propio) se llama multiplicidad de esto número característico 
del valor propio. Si al número característico (al valor propio) se lo- 
isígna un número infinito de elementos proplos Jincalimento inde 
pendientes, la multiplicidad del número característico (del valor 
propio) es infinita. 

'upongamos que el operador A, definido por todo el HT, es tot 
mento continuo, Entonces, el operador A (1 es un número complejo. 
arbitrario) también es tolalmente continuo. De los teoromos 4, 2 
y 3 se deducen las siguientes afirmaciones, 

Pora que la ecuación 











I—ubl=e (0) 


ten resoluble para todo £ EM, s necesario y suficiente que y m0 sn 
numero caracteristico del operador A (es decir, que 1/w no sea valor 
propio). Cuando u es un número característico, su multiplicidad es 
Jinita y y será un número característico del operador 4 de la misma 
multiplicidad. En este caso, para que la ecuación (1') sea resoluble, 
es necesarlo y suficiente que el elemento £ sea ortogonal a todos los 
elementos propos del operador A*, correspondientes al valor propio 1/1. 
En estas condiciones existe la única solución de la ecuación (1"), ortogo- 
mal todos los elementos propos de A. que corresponden al valor pro- 
plo 

Precisamente estan afirmaciones so consideran, hnbitusimente, 
como los teoremas de Fredholm. 

7. Cuarto teorema de Fredholm, Establezcamos ciertas propio 
dados de los números característicos de un operador totalmento 
continuo. 

"mxomes 4 (cuarto teorema de Fredholm). Para todo M>0- 
sen el círculo (] u |< M1) de un plano complejo puede contenerse sólo 
una cantidad finita de nutmeros coracteristcos del operador totalmente 
continuo definido en el campo H y que actúa de H en Íl, o bien (lo que 
es lo mismo), fuera del circulo (1) |< 41M) puede sólo existir un 
número finito de valores propios. 

Supongamos, al contrario, que en el círculo (| y | < M1) hay uno 
cantidad infinita de números característicos y + >.» fino >; Je 76 
e uy, 6 nte. Sea e, un clemento propio correspondiente al número. 
característico y 14, 2, «+ 
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Mostremos que para todo n >> 1, el sistema e, 
zuento indopondiento. Cuando m ==, esta afirmación eS ovidonto. 
Sen también válida para m — 1. Sopondremos quo € - + €a 50n 
linealmente dependientes. Entonces, para ciertas constant 
203% 6n-x de las cuales 26 todos Son uÍaS, TonernoS qUO ym 1%, 


Henaitaas Pero, dai coo tj, de donde 
aida) to. (| 
lugar, puesto que 142-420, ko. 


Designemos pos Wo un suepacio fondo sobre los elementos 
, +05 6. De lo demostrado se deduce que Ry MiS > + MAS 
¿3 '$%que no existo ningún número para el cual e Max: 
Por eso, para todo nexisto un elemento /a EM fa 2 Mozos nl 
== 1: Como el conjunto fp Ju: +=. Js =» es acotado y el operador A 
es totalmento contínuo, del conjunto Aja, +. 80 pu 
extraer una subsucenión fundamental 

Mostremos' que en realidad esto 'no puedo hacerse y que esto 
sorá, la contradicción que demuestra el teorema. 

Pora “dos números. enteros arbitrarios Mm Y mn mM, 


- en es lineal 





















2) 0,.1>=0, loque no pude toner 





mt. 




















dl 1 
Al Al fot dt o) Al hatos 
donde 
EN Puesto que AER Y nm 
dla. ee —(6n ++ eee ($21) et... 
0 ta (E — 1) 0 Eo 
Por ello, 14/4/01 +0 [> Mi + 
a e 
subsucesión fundamental. El teorema está demostrado, 


deun operador totalmente continuo es a lo sumo numerable (¡también 

_púede ser vacio). Los numeros característicos, si es que existen, pueden 
“ser rumerados en el orden en que los módulos no decrecen 

Mo a 10) 

Li 1< isa hi E = 4, 2, - -.. com la particularidad de que la fre 

1 que el mimero característico se encuentra en la sucesión (9) 

















a su multiplicidad. El conjunto (0) puede contener o bien un 
“ruimero finito de elementos (en particular. puede ser vacio), o bien un 
número infinito de elementos. En el último caso ) 


Tita Jr 00 cuando k= 00. (10) 
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A la sucesión (9) le corresponde una sucesión de los elementos propios 
orrepo 

ias o) 





me. Uslmente independiente. 
a ps qn 
e 
a 


$ 5. Operadores autoconjugados 
totalmente continuos 


1. Valores propios y elementos propios del operador autoconjugado. 
totalímente continpo. Sea 4 un operador acotado autoconjugado que 
sein de Hen E, Puesto todo Jo MP dla LAS, DI 
< || A ll, en la esfera unitaria | f ll =— 1 existen cotas exactas, supe- 
rior e inforior, de la forma cuadrática (Af, f) del operador A: m == 
” yal (Af, f), M= (Af, f, siendo ¡mi<NA ll 


ae man Za 
Cuando f es un elemento de 4, 














cbitrario y diferente do coro, 
fora unitaria. Por 060, mus 
sei PTA 


Int: M1 sup 47.2, y. consecuentemente, pora todo / de H 


so cumplon las desigualdades mf /PLLAL, NG MIR. 
Como la forma cuadrática del operador A es de valores reales, todos 
sus tnlores propios (uimeres caraciristicos) son reales el 4 68 el valor 
propi y fl lemonto prpio crrenpondieto, e dec A) = 
ejido AJA AI oia los 
Los el proplos 1, y [4 del operador. corres; e 
valores propios diferentes 3 Y Y son ortogonales, Bn efecto, mulipl 
cando, de manera escalar, las ígualdades Af, = df, Af, = 
por f, y f1 respectivamente, y sustrayondo sn una de la otra, 
Obtención (df, 19 — Ya At do 40 o La. Poesia que 
Cf 10 ms AT) a hs cata (a 7) Pe 
+ Para queel número M= sip, (AS, ses valor propio 
de pera sado outerugedo 4 que ai de en y pra qe 
(considerando | fa N = 1) sea un elemento propio correspondí 
hecesario y suficiente que se cumpla la is (Alo. 
Análogamente, para que el número m == 


valor proplo del operador A y fa (considerando || fa Ad, un elemento 


Eropio correspondiente, es nevar y suficiente quese cumpla la igual- 
(Ata. ld m. 
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Si 4 es wn valor propio y fa, un elemento propio del operador 4 
que corresponde a M, entonces Af. = Mi,. Por consiguiente, (Ajo 
10) = Mín fo) = M. La necesidad está demostrada. 

Demostremos la suficiencia. Sea (Afo. Ja) = M para ciento Ja 
Uso W=1, 0. lo que es lo mismo, (Ma — Ale, fy) == 0. Puesto 
que para todo / de 71 0<MUF*— (Af, N=(M/ Ah, N 
para q arbitrario de HI y cualquier _t complejo (M (Ja + 14) — 
a+ 19), fo + 19) 20, es decir, T(Mfs — Alo, Y) + + Mh= 
) + 1£f (M9 —Ay. 9) 70. Haciendo en esta ecuación 
1 ", donde a me arg (MÍ, — Alo y) y o cs real, obtendre- 
mos una desigualdad — 20 ((Mfs — Afo.9) | + 0* (MG — Ag, y)> 
>0, que es válida para cualquier y real. De esta desigualdad se deduce 
la igualdad (Mf, — Afo. 9) = 0. Por eso, on virtud de la arbitra- 
riedad do q, M Zo 

Ta segunda afirmación del lema se desprende de la primero, si on 
Det oporador A tomamos el operador — A. El lema queda demos- 
sado. 

Lama 3 Si el operador A, que actúa de H en H, es autocon- 
Jugado y totalmente continuo, el número M= 59 (Af 


Gor analogía, el número mo= int (Al, 1), slempre que sea 
lstinto de cero, será el valor propto de este o a 
Sea Mo 0. erbifo forma lil hermi (M1 
—Af, gh /, € y una forma cuadrática (M/ — Af, f, tri 
E Para todo f de H tiene Ingar la desigualdad (M//— 
ap 20 
Mostromos que existe un elemento fp, distinto de cero, tul 
(Mio — Alas 10) = 0. En este caso la afirmación del lema 1 se dedu- 
O e pomptn que tl elemento fo noite Entonces (1) — Af. Mk 
¡pongamos que tl olomento fono existe. Entonces (MÍ — 4f, 
1 € M puedo redueieso a coro sólo cuando f == o. Por oso. la forma bil 
ass8 foo pon tomar como muss psa els 
o signitia que para ee oo olga: 
papi as 
LONAS DESOLADO 
Dela definición de M en calidad de una cota exacta superior de la 
forma cuadrática (4f, f) en la esfera uni MA 1 = 1 se desprende 
que existo una sucesión fj, fu <<. fi Hd, Lor 4,2, + ++ para 
da coal (fa, fo) AM, 0 bien 
(fa Al IO, o 


Haciendo on la dosigualdad (1) f == fa, g = M/, — Afw» obten- 
remos || Min — Ala 1 <(MIn — Afao fa) (56 y — 2MAf, + Aa, 
Mty — Ala) < (MP. — Alas FMIMT HUA 107. Por eso, de la 
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correlación (2) se deduce que la sucesión Mf, — Af, +0 cuando 
> co. Como el operador A es totalmente continuo, mientras que 
la sucesión fo fe +=. 6s acotada (Uf, =1), la sucesión Aly 
- sorá compacta. Por consiguiente, se puede extraer de esta 
una subsucesión convergente; vamos a considerar quo esta 
última coincido con df, Afz. - » » Luego, la sucesión Mfy Mío > +++ 
y, junto con ella (M 20), la sucesión $4. fp - «es también convor- 
ente. SI designamos por Ja el lfmite de la sucesión f1, fa, +; -, SOrÁ 
vidente que fo ll =1, y, en virtud de (2), (Mfa — Ala; 1a) == 0. 
El loma está comprobado. 
rOnEMA 1. Para todo operador totalmente continuo y autoconjugado 
-A que es distinto de cero y actúa de H en Jl (H es un espacio de Hilbert) 
uno de los números HU NAL ==V sup (AL Ni ere 


Brimer ima por yu valo abeto) mimere curacierítico y, con la 
rorticularidad de que y, = 1/M. cuando M > | ml. donde M == 


up, (AL Do mo int, (AL, Ds pa Mm cuando M< 


< [mi St MM = 1 m1, ML y Um ambos son los números caracterts- 
dor del operador 4,0 a a a ad (A, 
los elementos fa para los cuales es válida la igualdad (Alo, 
10M o IP! == M cuando M >| mm |, o la Igualdad (Afo, fo) Il fa ll 
mm cuando M <, | m), son, y sólo son ellos, los elementos proplos 
correspondientes a laz. Si M == | m |, los elementos propios, correspon- 
lentes al número característico 11M. son aquellos elementos [,, y sólo 
“aquellos, para los cuales (Afa, faN Ma 1% == M y los elementos propios, 
correspondientes al múmero característico 1/m, son aquellos elementos 
Tos y sólo aquellos, para los que (Afa. fo)! U fo 1F == m. 
En partienlar, st A es un o mo negollvo, tenemos 











ñ s ñ M7 
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y los valores propios correspondientes a ju, normados por la condición 
Ú/N = 1, son aquellos elementos fo. 1 fo || = 1, y sólo aquellos, en los 
cuales la Jorma cuadrática (41, f) sobre la esfera unitaria alcanza su 
cota supertor. 

“Con sl objeto de demostrar el toorema 1 es suficionto señalar, on 
virtud. de los lemas 4 y 2, que 14 [l=N, donde N= sup 


LÍAJ:N | = mx (| m 1,50) da 











: 
mo se ha mostrado arriba, Y < (YA 
por lo que sólo nos queda establecer la validez de la igualdad inver 
a (A I<N. 

Ya que para todo ¿€ (Ag. eN lelP, y como 


(AE ds hs f0 = (Alo 104 (Alas fd +2 Ro (dh. fado 
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para cualosquiera f, y fe de M 
[Be(Af 0 IVA ld. AA O 10 


A A AS 
lA ARA). 


Haciendo en esta desigualdad f; 








VB fem Jr Al, donde 1 es 
un elemento arbitcario de 17, obtenemos (AJE E (WU 


+ NArIB) , do lo cual se deduce que [AJ[<W 1] Por 


VALS. El teorema queda demostrado. 
este modo, los conjuntos 
Mar Mar o 
loro 10) 
de números característicos y de elementos propios, que les corrospon- 
“don, son no vacios para cl operador autoconjugado totalmente con- 
tinuo A 20. En ésto coso, todos los números característicos son 
realos y el sistoma do elementos propios puede considerarso ortonor- 
mal, puesto quo los elementos propios que corresponden a distintos 
números característicos son ortogonales, mientras que ol número 
finito de elementos propios linealmente independientes, que co- 
responden un número caracterítico, puede ser ortenormado, 
un operador autocongado totalmento continuo qu actúa 
do 4 en IT. Designomos por H, un subespacio del espacio H, com- 
puesto de los elementos / que son ortogonales a los primeros n clemen- 
dos propios del oporador A: (. SA 
xa todo f do H, el olomento 4/ también porteneco a ¿/,, puesto 
DU. de) = EU. e) =0, cualquiera que sea Lo 
, n. Esto significa que A puedo considerarse como-oporador 
lo de Hilbert que actús de H, en 2. Es, por supuesto, auto- 
conjugado y totalmento continuo. Sus números característicos y ole- 
montes propios correspondientes coíuciden con los números caracte- 
rísticos lem Hizes y LoS elementos propios correspontientos epa, 
ens del opcrodor A que actúa de Hl en 49. Por ello, según el teorema 4 
apileado al operador A que actúa de /, en ZT,, tenemos 























1 ñ 
E 
173 es 
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Si ol operador A es no negativo, 
me. or 





2, Desarrollo en la serie de Fourier según los elementos propios. 
del operador antoconjugado totalmente continuo. Examinomos un 
sistoma ortonormal (4) compuesto de los elementos propios del ope- 
rador autoconjugado totalmente continuo A que actúa de H en HZ, 
A sá 0. Sea P, un dor de proyección ortogonal en el subespacio. 
oi ia elementos 61, .... €, Y 50 An= A — AP 

El operador A, es lineal y acotado: [An 1< IA + 

El operador P, es permutable con A, puesto que para todo [€ MP 


APA lla io) he a fade 
A al 











A E 


(Ah ep et 0. HA), 00) ea PrAl. 


Ya que los operadores A y Pa son permutables y mutocon) 
godos, “AP, “será. un operador hutoconingado: (AP)! =PrA*= 
== Pa AP. Por esta razón, el operador 4, o* lambién aulocon- 
jugado. 

Adomás, es totalmente continuo, por sor la sumo de dos oporado- 
ros totalmente continuos, a saber, el operador A y el operador de 
dimensión finita AP, = Pa. 

Para todo /E/Í tonemos 

















Anf=AJ— DL eso (6) 
1 númoros Pasa.» y elementos Ez 50m los números carac» 





torísticos y los elemantos propios correspondientes del operador A. 
E efocto, dado que tez, 6430 cuando ke p, en virtud de (6). 
q o FO 
para pon tomas Aedes Sr me 

El operador A no tiene otros números característicos. Sean, al 
contrario. y y € ol número característico y el plemenio propio, 
respectivamente, pane =e, pon pon 1. Multiplicando 
do modo escalar esta igualdad por ea, £-< mn, obtenemos (e, ex) = 
=pláro 0) =p (0, Aye) =0, puesto que Ases =0 cuando 
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+ < n. Por esta razón, en vista do (6), Aye = Ae. es decir, pde 
De esto modo, | es un número característico y €, un elemento pro 
pio del operador A. Como todos los números característicos del opera- 
dor A están contenidos en la sucesión (3), y da ps 
== 1; .. .. n, entonces y coincide con uno de los 

Buesto qUe liza eS el menor número característico, por su valor 
absoluto, del operador A, en virtud del teorema 1, tenemos 


ll o 


Cuando las sucesiones (3) y (4) son finitas y so componen de mu 
elementos, entonces, eu virtud del teorema Í; el operador Am=0, 
puesto qué no tienc números característicos. En osto caso, A = APa 


es un operador de dimensión finita, es decir, para todo / € H. 


M1 ham Dita so 



















Supongamos aliora 
y de la correlación (10) 





Jas sucesiones (3) y (4) son inínitas, Do (7) 
+ párrafo antorior so deduco que [A [| -> 








<uando n= co. Por lo "tanto, para cualquier / EH LAN 
An MV 1 0 cuando => so, es decir, para todo / EH 
AJ= lim AP ¡= hem SA w 
a, ro y 





Asi pues, queda demostrado el siguiento importante teorema 

monta 2 (teorema de Hilbert —Schmidt). Sí A es un operador 
autoconfugado totalmente continuo que actúa de H en H, y slf es un 
elemento arbitrario de H, el elemento Af se desarrolla en la serie de 
Fourier (9) (6 (5) según el sistema (4). 

En lo sucesivo necositaremos varios corolarios del teorema de 
Hilbert — Schmidt. 

De acuerdo con el lema 2, p.6, 3 2, la serio de Fourier 


Sata do un elemento arbitrario JE según el sistemo ortonor 
wal (8) os convergente en MH. Por consiguiente, 4 Xfi= 
= Y fadeno Poro. fade ml ll, Ae) e (Af, eden (Arto 
Pof llo, en virtud de (9), tenemos 


AH, 10) =o. mí) 
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Si el operador A tiono su inversa 47%, de la igualdad (10) so 
deduce 


1=Í he 


para todo elemento / € X, lo que significa que en esto caso el siste» 
ma (4) es una baso ortonormal del espacio 4. De esta manera so ha 
onotasaS 1. 8 operador sgado totalmente conti 
COROLANIO 1. SI un o autoconjul E 
ua A, que actúa de H en M, Mene operador inves, el ssena (4) 
será una base ortonormal del espacio H. 
Jn sl caso goveal, de la ecuación (10) sólo se deduco quo para 
cualquior elemento f € Hl existe un elomento es E 4, Aca == Ú tal que 


Jet 3 poo 0) 


El conjunto 1 de elementos y € 4, para los cuales Ag »= 0, os 
un subespacio del espacio JT; todo elemento de K distinto dol dlo- 
mento nulo, es elemento propio del operador A correspondionto al 
valor propio nulo. Al suponer que el espacio /7 es separablo, podomos 
construir en W una baso ortonormal numerable ej, e, - » (Compuesta 
de los valores propios del operador A correspondientes al, valor pro= 
pío nulo). En esto caso, do (14) se desprendo que para todo / € 4 
Viene lugar el desarrollo 


1=E4+3 hit 








dondo fam Y, es). 
De ea manera so establo el y 
CONOLAmo 3. Para operador autoconjugado totalmente 
contínuo A del espacio separable (de Hilbert), que actúa de H en H, 
existe una base ortonormal del espacio HI cuyos elementos son valores 
propios del operador A. 


som 


CAPITULO MI. ESPACIOS PUNCIONALES 


En el capítulo precedente fueron introducidos los conceptos de 
los espacios de Banach y de Hilbert, Estos conceptos sólo so basan 
sobro clortas correlaciones entro elementos: bosta Introducir opera» 
ciones de adición de los elementos, que satisfagan ciertos axiomas, 
y do multiplicación de estos elementos por 
+, correspondientemente, por un producto escalar. La naturaleza de 
los elementos do estos espacios no es de importancia y las afirma- 
ciones generales obtenidas en el capítulo precodonte son aplicables 
a todos los espacios, cualesquiera que scan los elementos que los 
componen. No obstante, las propiedades gouerales mencionados no 
00 suflelentes para la tcoría de ecuaciones diferenciales. Al estudiar 
las ocuacionos diferenciales on derivadas parciales, resulta natural 
voxaminar los así llamados espacios funcionales, us decir, los espacios 
cuyos olementos son funciones de n varía bles, realos en el caso que se 
considera, 

En el presento capítulo introduciremos varios espacios foncionales 
y obtendremos algunas afirmaciones acerca de las relaciones mútuos 
entro cllos que nos permitirán do unas propiodades de los elementos 
establecer otras de sus propiedades. 





$ 1, Espacios 
de funciones continuas y 
de funciones continuamentediferenciables 


1, Espacios normados € (9) y C*(G). Examinemos un conjunto 
£.40 dotadas las funciones continuas on 0 (Q ex un dominio acotado 
del espacio Ry). Anto todo indíquemos que este conjunto es un espa- 
ciolinwal. So compreet disctamento quelo funcional maz 1/(), 

xe 
definida en C (0), satisface todos los axiomas de la norma (p. 2, 
32, copo Mi mex [el =lel mex AAA 
se =co 


< If (8) 1+Ifa(2)1 para todo EQ, porlo tanto, max 1f.(2)+- 
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+A (1<mxif)l+mxlh(dh mev(1>0 y 
E =ed =e 

max | / (2) | = 0 sólo cuando f (2) == 0. Por consiguiente, en C (0) 
¿puedo introducir la norma 


Mom mz 1161 mM 





La ee según la norma (1) es una convergencia unifor- 
mo en 0 

El ospacio C (9) con la norma (1) es de Banach, puesto que, según 
el criterio de Cauchy, una sucesión arbitraria do funciones de € ((), 
fundamental en la norma (1), converge uniformemente hacia cioria 
función de C (0). 

Como toda función contínua en J es, de acuerdo con el teorema 
do Wolorstrass, wn límite do ciorta sucesión de polinomios que con- 
vergo uniformemente en Q (es decir, en la morma (1)), el conjunto de 
todos los polinomios es siempre denso en C (7). Mas, un polinomio 
arbitrario puedo sr, a su voz, representado como ol 

ín de polinomios de coeficientes realos que converge uniformemente 
en Ú. Por esta razón, en C (0) un conjunto numerable de todos los 
polínomios de coeficientes roales es también siempre denso. Esto 
Quiero decir que el spacio € (0) es separa. 

Examinemos en C (Q) el conjunto € (7) compuesto do todas las 
funciones que se reduceo a cero en el contorno 00 del dominio Q. 
Evidentemente, € (0) es una variedad lineal en C (0). Esta variedad 
es cerrada (en la norma (1), puesto que una función do E (Q) sirvo 
de límite para la sucesión de funciones de E (Q) convergento unifor- 
'memente en Q. Por o tanto, € (7) es un subespacio dol espacio € (0). 

Exowinemos ahora en € (7) los subconjuntos C*(0),k =4,2,... 
compuestos de todas las funciones que en el dominio Q tionon todas 
las derivadas do un orden hasta X inclusivo y estas derivadas son 
continuas en O. El conjunto C* (Q) as un espacio lineal. Además, 
en C* (9) so puede introducir la siguiente norma 























laz 2, max] 011. a 
sa 


La convergencia según esta norma es uniforme en € para las fun- 
clones y para todas sus derivadas hasta el ¿ximo orden inclusivo. 


Es evidente que el espacio C* (0) (con la norma (2)) es do Banach. 
s 
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Sea or (|=— y 1) cierto núcleo de mediación (véase el cap. 1, 
Introducción) y F € C (Q). Examinemos, para />0, la función 


hatar= [Htode(1=—p11 40, AE Ra 0) 


Las funciones fa (2), k>0, se llaman funciones medias para la 
Tonción (a) (unciónes meñadas pera |), Dela ronca 2) del 
núcleo de mediación y del teorema 7, p- e deduco que 
(ala Colo, conbquaza que, ses (EA Asma Ao 

respecto 











fora de Q (0 es la unión de las bolas (| —2* |<») 
oo O. 

Mestre cuando $ EC (Q). ln fanción fa (2) tiende a F (2), 
pumas que LE ancón/6, Uende 110 
nterior del'dominto As so 

"Bfectivamento, 


dicientemento pequeños (menor, que 
ta diana onto 20 y 20). de ls propicdadas 1.) 90) del mé 
de mediación tenemos, cuando x € 0: 


M1 
S Aottreve 16 $ ette 
pres 


mz, O 16 $ ancis—yl)dy 
an da 
ms 10 HH 
an 


Por consiguiente, de la continuidad uniforme do /(z) en Q obto- 
memos: 





Mi—/log,>0 cuando h=»0. 
Ya que, para fEC*(%), cuando EQ" y h suficientemente pequeños, 
Dela | IO (lo 





A 
4 
$ Def llr—y ld [alt 
entonces, de la afirmación demostrada tenemos: 


sif€C* (O), para cualquier Q'< Q 
Mín — 4 los zz + 0 cuendo h—» 0. 


$ 1. ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS tr 


2, Fórmulas de integración por partes. Supongamos que en el 
dominio Q (contorno 4QEC'1) está dado el vector A (2) =(44 (2), «.. 
+e=s An (2)) cuyos coordenadas A()EC(O)NCUO), E=4, +... mo 
Del curso de Análisis se sobe que si la función div A(2)mw 
doi... + os comica en Y, o, incluso, integrablo ros 
posto a Q, tiene logar la siguiente fórmula de Ostrogradakt; 


Sracnas=[ acontmas, 19) 











dondo n es un vector unitario de la normal al contorno 4Q, exterior 
Ar 

Sea u (2) E C* (( c 0. C* (0) y sen la función Au == 
O A A A eS 
= div (094) — VUVAVUYo = Us,Dz, +» - E Ux,Ds,), entonces, 
de acuerdo con la fórmmla de Ostrogradski (4), tenemos 


Jerte jozzas—$ vuvo, s 


lo que Yuen yd] 


Si las dos funciones, u y o, pertenecon a C*(Q)N C*(0), y las 
funciones Bu y Av son inegeables en Q, a la par con (5) tiene logar 
rula, 








frardz— [u-Zás— [ vequée, (5) 
E 
da Eistrayendo, término a término, ($) de (5), obtenemos la igunl- 


[osados | (o 


Tas fórmulas (5) y (5) llevan el. nombre de Green. 


+). 0 





$ 2. Espacios de funciones 
Integrables 


Como hemos mostrado arriba, el conjunto de funciones continuas 
end es un espacio de Banach con la morma max //(2) |. Sin 


embargo, resulta frecuentemente más cómodo examiñar en este 
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conjunto normas intogroles, por ejemplo, $1/(+) 1x6 [11 (2) as” 








(uo es difícil comprobar que en este caso se cumplen todos los axiomas 
de la norma). Examínemos un espacio con la norma j 162 1 dz, 
cuyos elomentos están constituidos por funciones continuas en Y. 
Esto espacio normado no es completo. En efecto, de la definición 
de la integral Jebesguiana so deduce quo para toda función f (2), 
integrable en el dominio Q, existo una sucesión f., (2) de funciones 
continuas on Ú que en la norma dada convergo hacía /(2): 


] ln () —1 (2) [dz 0 cuando m=» oo. Esto significa que si 
losoamos obtener un espacio normado (de Banach) completo, con la 
morma Í Y (2h [dz, que contenga todas las funciones continuas 
(o, incluso, indofínidamente diferenciables) eu Q, homos de incluir 
+1 él todas las funciones Integrables en Q. Poro, en osto coso, la fun- 
ctoual Í 1 (2) | dz deja do ser la norma, puesto que no satisface el 


último axioma (vénse p. 2,52,cap..11) de la norma, ya q: [uenid= 





0 par tod 4) 0 cl simpre on 0. 
Sin embargo, en virtud del teorema 3, p. 4, $1, cop. 11, la igualdad 


1 (2)1 de = 0 es válida sólo para aquellas funciones / (2) quo son 


Mulas on casi todo punto (c.Lp.) en Q. Por lo tanto, para que 
cumpla el último axioma de la norma, tenemos que identificar tod: 
Jas funciones que en c.t.p. en Q son igualos. Para ello se pued 
bien tomar por elemontos del ospacio las clases do funciones en cada 
una do las cuales ostán contenidas todas las fnnciones iguales on 
<.t-p., o bíon (lo que de hecho cs lo mismo) introducir wma nueva 
definición de la igualdad de funciones: las funciones son iguales, sl 
“sus valores coinciden en cast todo punto. Puesto que resulta más cómodo 
úporar con las funciones que con sus ciases, en o sucesivo considerare- 
mos iguales las funciones cuyos valores coinciden en casí, todo 2 
(y no necesariamente en todos) de Q. Como con tal definición de la 
igualdad de las funciones éstas no varían, al variar arbitrariamente 
sus valores en cualquier conjunto fijado de medida nula, en esto 
aso, es natural considerar que las funciones están dadas casi siempro. 
Además, sí una función / es nula casí siempre, la consideramos fun- 
ción nula. Análogamente, sí una función coincide en €.t.p. con otra 
función continua definida en todos los puntos, la primera se consido- 
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rará función continua. Si dicha función coincide casi siempro con la 
función definida en todo punto y continuamente diforenciable hasta 
el orden k, la consideraremos continuamente diferenciable hasta el 
Fésimo orden. En conformidad con la noción introducida de la 
igualdad, por elementos del espacio C* (9), k >-0 también tomaro- 
mos las funciones que son continuamente diferenciables hasta el 
k-ésimo orden y están definidas casi siempre en Q. Es decir, una 
función f (2) perteneco a C*(0), si coincide en casi todo punto con la 
función definida en todo punto de Q, y continúa en 7 junto con todas 
las derivadas hasta el k-ésimo orden inclusivo. Aquí, por valor on 
sierto punto de un elemento en el espacio C (0) (y, con mayor razón, 
de la función en C* (9) vamos a entender el valor que toma en este 
punto una función continua que está definida en todo punto y coincido 
casi siempre en Q con el elemento citado. 

4. Espacios £:(Q) y Lz(Q). Examinemos un conjunto de fun- 
«iones do valores complejos que son intogrables en Q. Es evidente 
que esto conjunto es (incluso en la nueva comprensión de la igualdad 


de funciones) un espacio líncal y la funcional pu de satisface 











todos los axiomas de la norma. Designemos con 


ln (Q) este espacio 
lineal normado: 


llo = í 1/6) 1dz. (0 


Dosignomos medianto L,(Q) ua conjunto de funciones medibles 
de valores complojos (recordemos que las fancionos que coinciden 
asi siompre se identifican) en las que el cuadrado del módulo es 
integrablo on el dominio Q. Mostremos que L, (Q) es un espacio li- 
"cal. Sean cy y ca números arbitrarios y, /, (2) y Ja(2) ciortas funcionos 
arbiirarias de L, (Q). Dado que una función modiblo cf, (2) + 
+ eufa la) satisface la desigualdad —Lef (Dc Al rS 
A A o bl 
p.6, $4, cap» II, la función Je; (2) + esf, (2) E os intograble, o son 
año Lodo ELO). 

Una fonción Ju(e)/a(). on la que Jato) y Le(2), rortenscon 
A La(0). es integrable, por ser mudibl y ¡fa ()/a(2)1 < FU (2)P+ 


+1 f(2)F). Por eso, a un par de funciones /, y fa se lo 
asignar ol número 





AAA 10) 
E 
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Es fácil comprobar que la fórmula (2) define wn producto escalar 
en La (0). Una norma engendrada por este producto escalar tiene 
por expresión 


Ubica (UP. o) 


Siendo 1/1 = 1714 <-FUI +1), en el caso de un domi- 
nio acotado Q la función / (2), perteneciente a La (Q), pertenece 
también a L, (0). Esto quiero decir que para un domínio acotado 
La (Q)<= L, (0). Es evidente también que C (%)= La (0)= L, (0) 
en ol caso do un dominio acotado Q. 

¡rones Lo (O) es un espacio de Danae con la norma (1) La (0) 
«es un espaelo de Hilbert con el produeto escalar (2). 

Para demostrar ol teorema es suficiente establecer que los espacios 
La (0) y La (0) son completos en las normas correspondientes. 

A. Supongamos quo una sucesión fas Ke == 1, 2, . -., do funclonos 
pertenecientes a L, (0) os fundamental en 1, (Q), es detir, para todo 
8 > 0 existo un número N (8) tal que li/a — fu llo < E, cuales 
úlera que sonn k, m >> Y (6), Tomemos e =— 2'k siendo lun núme- 
ro entero, y designemos con NY, el número N (25), y seo, adomás, 
Na < Nasyo Fatonces, para m > Na 


Ninfa <2% 0) 
y, on particular, P/m—/m,liyg <2*. Por 0s0, la serio 


















Mm, Sonvergo. 
Por consiguiente, según el corolario del p. 6, $1, e 
de Q la serio Pio, —/x) converge hacia cierto función 


de L,(Q) y. consecuentemente, la sucesión fxyp k=1, 2, .. con 
EN aiompre en (, cuando k-» oc, hacia ciorta función fE 
Eno: 





M, on estapo 





hi1. 0. 

Mostroz mm — 0, ndo m-» 00. Efoctiva- 
A 
Hn—fnliao < m1, Liso la, 1 lesa 22925 
Pasando desigualidad al límite k.-» o y basándonos en 
ode Falo uta de po Oe] de Ep. LY obtendremos a de 
gualdad ll fm —f liixg < 28", que es válida para todo m > Ny. 
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Para m suficientemente grandes podemos escoger un número r lo 
suliciontemente grande y, por ello, ll/m —/ llo) > 0 cuando 
m--, ce. As puts, La (0) es un sepacio completo. 

2, Supongamos ahora quo las funciones de una sucesión /a (2), 
le =1, 2)... portenecen a L, (0) y esta sucesión es fundamental en 
la norma do £, (Q). Como al demostrar la primera porto dol tooro- 
ma, hollomos na sucesión mumérica N, <N <>. < Nao -+ 


dal que 
Nx,—talino<2* 0 


para todo ma Na, y, en particular, llfa, 19, <2 
Do la dosigualdad de Buniokovski se deduce que [[Jx,,, —/x llo) < 


< VIO 1,10 lao << V TO]2 y, por eso, oxisto tal fun= 
ción /(1) € L(0) que 1, (2) => /(2), cuando k» 00 on c.t.p. de Q. 
Por lo tanto, también [/x, P->1/f para A => co de 0. 
Además, 


lalo < 1/40 + ollo << +10 llo 
Por eso, según el loma de Faton, /(1)€ La(Q). 


Mostremos quo 'fn==1 lios + 0 cuando m-» co, Para m > No 
rs Vas La auiztto Gastzenidad son an dedico. de (07 


l/n—19, lio) < U/m—1x, lia +11, 40 Maras E 21. 


Pasando en osta desigualdad al límito pora => 00, hasándonos en 
¡ou obtonemos otra vez la desigualdad (Im — / liza, < 
< 21", que es válida para todo m > N,. Como el número 7 puedo 
sor ¿sido suficientemente grande y, si m es lo suficientomento 
graso, obtenemos ¿que Mo —/ lao => 0 ooando mm os. 
deciomo, gunda, demenrada, 
omsruvacióN, Notemos que al demostrar el teorema 1 hemos 
establecido simultáneamente la validez de la sigulento atirmación. 
De cualquier sucesión de funciones convergente hacia cierta función 
pen La (0) o en La (Q) se puede extraer una sulsucesión que converge 
hacia | en casi siempre. 
2 Densidad del conjunto € (9) en La (9) 3, Ls (0). Sepeabii 
dad de los espacios L4 (Q) y La (02). Continuidad 
elementos en Za (0) y L: (0). 
aroma a. Un e de funciones continuas en Q es siempre 
denso en La (0) y La 
TZ land () € La (O). Sin diaminr la goneatidad 
de muestros razonamientos podemos considerarla de volores rea 
Jegioneciente a AL 0), Pa est coso, según lo efiición de integra 
idad do la función f (2), existe una sucesión de funcionos Ja (2), 
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4 =1,2, . .... continuas en Q, que posce las propiedades siguientes: 
hat) 41 (2) en ctp. de Q, y [12 [ras cuando k=» 00, 


Como ñ Vida = í (ha) de, resulta que 1/— 7h laa 0 


+0 cuando k—> co, Lo que se trataho de demostrar. 

2. Soo una función f (2) € L, (0). Entonces, pertenoco a La (9). 
Igual que on ol primer caso, podemos considerar que es una función 
de valores reales de A, (Q). no negativa casí siempre. Tomemos una 
sucesión monótona mu decreciente a (2), k =1, 2, ...., de funcio- 
pes de C (0) quo en c.tp. converge hacia f (3). Al sustituir, on caso 
de mecosidas por la otra, fi (o, 4,2, 2... 

jodemos considerar las funciones /a (2) adicionalmente no negativas. 
oro entonces, f(x) 4 (2) en cp. de Q cuando k=» 00. Según 


la delinición de la integral, de la función f* (x) se tiono que j har 















1 Pdz, es decir, M/a lao if leo Puesto que pl 


<P, según el teorema de Lobesgue (toorema 6, p. 7, $ 1, cap. IM), 
lim Un Paco 11 liggy Esto quiere decir que (fa —/ Mo 

a Msg 2 a Ninco +1 lso 0 para fo 00. El 
tsorommo está demostrado. 

Indíquemos que sí una sucesión de funcionos de C (7) converge 
hacia cierta función on la norma del espacio C (0), será tambión 
convergonto hacia la misma en las normas de los espacios Z, (0) 
y La(0). Por consigulento, toda función continua en Q puede ser 
aproximada mediante una sucesión de polinomios con coeficientes 
racionales en las normas de La (0) y La (9). En esto caso, del teore- 











ma 2 se deduce que un conjunto numeral a con coefi- 
fotos racionales os siempro denso en Za (0) La (Q). Es decir, tino 
lugar 


Vea función 5) prrtntacao al paco LO) (prolongada 
jaa fanción (2) ento al espacio Ly 
¿pe on Fura de O Lats consi an Ta mall (ud él) o 2 le 
orma del espacio Ly (Q), si para todo » >0 existe un $ >0 tal 
ae LO ne < e, coque que se 2 121 <S. 
"Una función / (2) perteneciente al espacio La (0) (y prolongada 
por caro fuera de Q) se llama continua en la medía 0 en la norma del 
capo (On siparatados > Dexitoanó Ou gue (let 
pa < e, cualquiera que seo £. [2 1<8. 
Del teursias 256 deduco la siguiente alienación. 











4 2 ESPACIOS DE FUNCIONES INTEORABLES 120 


rORExA 4, Toda función de La (Q) es continua en la media (cuadrá- 
tic), Todo función de La (0) es sonínus en le ne 

Sea una función / € L, (0) (cuando f € La (Q), la demostración es 
la misma). Tomemos el número a >0 tan grande que Q ES. 
donde Sa es una bola (17 |<). La función F (2), que es Igual 
a f(2) cuando =€Q, y es mula cuando x € Sia 3.0, pertenece a 
La (Sua), puesto que /(2) € La (0). Tomemos e >Ú arbitrari 
Dobido al teorema 2, existe una función F (=) que es contioua 
Sm y que satisface la desigualdad 1 P (2) —P (2) llizópo < 
< 0/3. A cuenta de la multiplicación de la función F (2) por una 
Función cortante adecuada dol dominio Sa, se puedo considerar que 
P (a) nm 0 para todo x € Sya Sa. Por ello, para [21 <a F (c+ 
+23 —Mz+2) llas = UF ()—F (2) lnea <e3. 
Ya que la función P (2) es nniformemente contínua en Saa, oxisto 
wn 8>0 (6<a) tal que [P(2+2—P (2) llanos < 0/3, 
vna vez quo [z[<5. Por lo tanto, cuando [=|<6 


MH (lo (4D F (0 llas.) E 
Sl Piti P+F (las + 
+IF (0—F( llas SEA PA SE 

















El tcoroma está, demostrado. 
3, Mediación de las funciones de £, (0) y L4 (Q). Vara los fun- 
ciones de L, (0) Ñ La (Q), lo mismo be para las funciones de C (0), 
So green definir funciones mediadas. 
lea op (| =— y 1) un núcleo de mediación (cap. 1, Introducción) 
y sos 162) EL, (0). La función 


h m-| IMorlz—ybdy. 4>0 0) 


se llama función media para la función f (función mediada para $). 

Da la propiedad 2) del náclo do mediación y del teorema 7, 
p.7, $1, cap. 11, so deduco que fa (x) € C=(R,) para h > 0. Además, 
Ly 0er de O. 

“reommma ». Cuando f(x) € La (Q) (La (0), Mín —/ llenos + 0 
(IM 0, ae A 0. 

La demostración de ambas afirmaciones os análoga, por lo que 
nos detendremos, por ejemplo en el caso f € L¿ (Q). Vamos a consi- 
Serar que la Jonción Y So prolonga por caro fuera de Q. Las pro 
des h) y c) del núcleo de mediación, la desigualdad de Buniakovski, 
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la propiedad d) dol núcleo de mediación, aplicadas de manera con- 
secutiva, nos dan: 


MA—1MP= 
=| [ 1d | elr—y0d|< 


Ibi teta 
SÍ arma j M-Irawe 


tiros món 


<< EL, 1+)—-1()Pdz. 


De Hria don Farc dl scada 26 PAD (44.51, 
cap. Mo 
const 


U=/Mso Ef de 1+2)=1Pda= 
mn 


pos j de | l+9—1 (Pd (6) 

mad 
'Tomemos arbitrariamento «> 0. Según el teorema sobre la 
continuidad en la media (teorema 4), habrá tal 6 > 0 que | f (2 + 
+2) — (2) llo < e. siempre que [21</<8, Por esta 
razón para estos de (6) so desprendo la desigualdad [Ya —/ lly o < 

< const+v. El teorema queda demostrado. 
onsenvacion, Señalemos que al demostrar el teorema 5 no homos 
empleado el hecho de que el núcleo do mediación es 
consiguiente, sí ción fa 
medionto la fórmula (5). donde »(|z—y]) 
mientras que 0H —0o<t<oo, 0s una fu 
mente diferenciablu que es nula cuando ¡t[>1 y para la cual 
tiene logar fu ([z])di=1 (compáreso con la definición del núcleo 

















¡ón par indefinida 


do mediación on la Introducción, cap. 1). entonces el teorema 5 
es también válido en esto caso. 


Lomas El conjunto €” (0) es siempre denso en L, (0) y en 

"1% y) ELA (0) (A caso en que / EL, (0) es análogo). Fjemos 
+>0 arbitrario. Do acuerdo con el teorema sobre la continvidad 
añísoluta de la integral lebesgulana (teorema 9, p. 10, $ 4, cap. IM, 
existe tal 8>0 que $ Ura<es. 








$ 3. DERIVADAS CENERALIZADAS 1 


Fsto significa que la función F (z), que es terminal en Q, porteneco 
AO y de iual a (7) para Es y pala para, NO, sti 

unidad. <e/2. En virtud del teorema 5, 
se puedo hala as. 0 torque oo Pla el par todo 0h 
</ig. Cuando h es lo suficientemente pequeño, la función media Fa 


pora la función terminal F pertenece al conjunto E” (2) y 
M=Epllo MF leo + ll Pl FA mt 


El teoroma está demostrado. 
Puesto que para todo k >0 tenemos É” (0) = É* (Q) = L, (0), 


az dos É% (0) son siompro densos on La (0), cualquiera que 
son k>0. 
iclos lineales, Zi. La.ior  Desiguomos mediante 
MA AM por 
¿' esiciotamente interior con rolación al dominio Q, Q' E Q. 
Designamos mediante La, (0) un conjunto de funcionos modi- 
los en Q.en las cualos el módulo del cuadrado es intograblo en cada 
sobiaminlo Y eritacenta inlrior co relación + 9, 9 E O. 
Está claro que Ls, ¡os Y Filo son ospacios lineales. 
ca LOS La: ie Ó £(0)= La se(0). La función 


por ejemplo, pertenece a Zime(I=|<1) y al 


PLA) pum tado m y ¡8 mimo toma sl orto 
lo cunado m1 y a Ea llal 0 80lo cunado 








$ 3. Derivadas generalizadas 


1. Propiedades más sencillas de las derivadas generalizadas. 
Supongamos que una función f (z) continua en Q tiene una derivada 
fx, (2) continua en Q. Entonces, para cualquier función g (2) € 


€ É1 (0) tiene lugar la igualdad 
f Tin dim $ fr Edz. 


Resulta que mediante esta igualdad so defino completamente la deri- 
vada fx, de la función f: mo es difícil mostrar que si para la función 


contiuua f (z) existe una función continua hy (2) tal que con toda 
4 (2) EC! (Q) se cumplo la igualdad 


[Tato [ nido, 0) 
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entonces la función f[(z) tiene en Q la derivad: 
€ Ola, = hi. Así pues, valiéndoso de la iden! so 
olra definición para la derivada de la función / (2) que ser 





uedo dar 
equiva- 
. Si en la 
es / (a) y 
ha (2) y, en lugar de esto, exigimos que sean integrables ellas mismas 
o sus cuadrados (lo último nos es más cómodo) y entendiendo las 
integrales on (1) en el sentido de Lebesgue, ampliargmos de esto 
modo la clase de funciones para las cuales podemos Yatroduoie la 
noción de la derivada; la función h, se denomina derivada genora- 
Vizada de la función $ to a z, en el dominio Q. 

Sen a — (a, >. 129) un vector Cuyas componentes son enteras 
o negativos. Una función f8 (2) E Za, 10 (0) so lama a-ésima deri- 
ada: generalizada en el deminio Q de la función $(2) E La. 10 (0), 
si para cualquier funci 


(2) €€1=1 (0) tieno lugor la igualdad 
tn í Ford. o 















ys la fonción f (3) puede Lenor solamente 
una derivada generalizada /* (1) (recordemos que las funciones so 
nn iguales, e coinciden e <p. 

7 (2) y f8 (2) dos derivadas genoralizadas do lo 
suncido PÍO: En va de Bl, para vn sublomisio arblca 
fijado Q, O EQ, y una fonción arbitraria q (2) EC191 (7) tono- 


mos la aldsd | UF Eds=0. Pero, AE LA(0Y por lo 
cual, on virtud del teorema 6, p. 3 del párrato anterior, I—f£=0 
en ct.p. de (? y. por lo tanto, en €.t.p. de Q. 

Sea una función f(=)€C!*!(G). Do la fórmula de Ostrogradeki 
tenemos la igualdad 


[Frei 














porra 10) 


ra cualquier función g (x) EC1=1 (0). Es decir, la función / (2) 
[A 
Jer. da función / (3). igual a una. coxiianós (un GA pon Oo all 
cualquier derivada generalizada f2 (2) = 0, la 150. 

En lo sucesivo vamos a designar mediante D% f la derivada gene- 
ralizada f* de la función f. Para las derivadas generalizadas (prin- 
cipalmonto, de los Órdenes primero y segundo) emplearemos también 


los designaciones Ja, fejap += Fe 
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N 
Como para las funciones suaves 5(2) la derivada ¿ZE 
no depende del orden de derivación, la derivada generalizada tampoco 
depende del orden de derivación, lo que se desprende de la unicidad 
de la derivada generalizada y de la fórmula (2), 
De la definición Inmediatamente so deduce también que sí las 
funciones fs (2), ¿== 1, 2, admiten derivados generalizados DJ 
la función ef + es), siendo las constantes cy arbitrarias, tieno dert- 
vada generalizada “Da (c,f, + cy)» <,D*f, + €D9, 

tsruezo +. Una función / (2) = |, [ento bolo Q= (121<1) 
adonito primeras dorivadas generalizadas Ja, = Siga £y Jay == O, 1 
mo e 


En efecto, para eualquior función g (2) € 


























[Unido Jada [sd 
e + 
donde Q*=Qf) (,>0, 0-=QN (,<0). La fórmula do 
Ostcogradski mos da (2,, E = 0 sobre 00 y cuando x, == 0): 


[tstñndo— —[ Fdr+ | ¿dam -[ tensas. 
e $ 


Por ello, una derivada generalizada de la función | x, | respecto a 2y 
existe y es igual a la función sign 2. Ya quo, pora (>2 





[Paiz de [data pozas, 


la función | x,[ admito derivadas generalizadas respocto a 2, Le 
=2, -..s ma Iguales a cero. 
wllquemos que en el dominio Q la función |, ] no tieno derf- 
vadas clásicas respecto a 7, (cuando x, = O, la derivada no exist 
rarueno 2. Una función / (2) = sign x, tiene en la hola Q= 
= (12 1< 1) primeros derivadas generalizadas /,, => 0, ¿== 9, +. > 
+, M, pero no admite derivada generalizada f,,. La existencia de 
las derivadas generalizadas /z,, £=2, + o establece de la 
mien manera que en el ejemplo 1. Demesirnos que la fonción 
no admito derivada generalizada especto a 2. Supongamos, a 
contrario, que existe una función “o € Le, o: (Q) que es derivada 
genoralizada de la función / respecto a z,. En este caso, para una fun 
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ción arbitraria £ (2) € É* (Q) tiene logar la igualdad 
| (sigaza) Fa de a 
+ 





=2 $ Eéx...dee. (0) 

ld 
De esta igusidad se desprende ante Lodo quo (a »= 0 (casí siompro) 
en O. Efectivamente, sustituyendo en (4) ln función arblearia 


que os nula en (7, obtendremos Ja igualdad 

lo La cual so desprendo que =D (casi siompro) en 
7. Del mismo modo se demuestra que (=0 (on c.t.p) en (7. 
pora cantar (2) €CH10)f Wjdx=0, os decir 








T(2)dzz ...dx,=0. No obstante, la último igualdad no 
arios e 
puedo tonor lugar para ninguna función g(2)€0*(Q). 

La derivada generalizada Df, a diferencia «lo una derivada clá- 

sica, sa den por la entidad (2 de manera global, inmediatamente 

. Sin embargo, en cualquier subdominio Q' <Q la función Daf 

/n será derivado generalizado de la función J, puesto quo la fun 

ción £ (2), perteneciente a É121(2) y prolongada por coro fuera de 

2 [Eos bad pe hecho, esta propiedad la hemos aprovo- 

lo ya, al demostrar la unicidad de una derivada generalizada). 

la función f (2) tiene en Q la derivada genoralizada 

demás, (6) mc (en ep) en 9 <= 9, antonia, Del = 0 

(as! Siempre) sn O. En particular, una derivada generalizada (a 

(ito dela tención y (0) emi! en Q (es decir, para cierto O, 

Q EQ, (2) =0 0 e.t.p. de QQ, es terminal en Q y, por lo 
tanto, porteneco a La ( 

Supongamos que la función f (2), perteneciente a Lo, 100 (Q), 
sra la rara De oe tomado Pd 
derivada generalizada DPF =G. En esto caso existe la derivada go 
neralizado De+9f y, adomás, D**9f = G. 

En efecto, sen g (2) € É1=91(Q). Como Dtg € Tr 


Í MI da a DD dz 
A Pi a | 
a 


lo que so trataba de demostrar. 











Por esta causa, 
Do y, 





























(0), tenemos 
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A diforencia de una derivada clásica, la derivada generalizada 
Daj se defino directamente para el orden [a |, sin suponer que exi 
ten las correspondientes derivadas inferiores. Mostremos que real- 
mente, las derivados inforioros pueden no existir. 

kitumo 1. Eo wna bola Q= ([z | <1) examinemos una fun- 
ción [(2) = y (2) + 9 (2) en la que y (23) = sign 2. Do los se- 
“ultados del ejomplo 2 se deduca que f (a) no admito las derivadas 
generalizadas /z, Y fx 

Mostremos que, a pesar de esto, existo la derivada goneralizada 


Hass: Tomomos uno fonción arbitraria g (2) € É* (0). Tenemos 
a a ML 
4 








Como que 


[riñas - Eundr+ 
enc edo 





sede, 





y, por analogía, q (2) Foro de =0. entonces 
Í Fnzdz m0 | O-Fdz. 
» 


Así pues, la d Lugo existo y es igual a 0. 

2. Derivadas generalizadas y funciones medias. Criterio de exis- 
tencia, de la derivada. generalizada. Supongamos que la función 
160 EL. (0), o es cierto múeleo de mediación y 


TS [osts=ob1ia 











1>0 





es una función mediada para la función f(2), f, (2) € C* (Ra). 

kama 1. Sé una Junción [ (2) de L, (Q) tlene la de nera 
izada DAf € Ly (O), para cualquier punto y EQ tenemos (cuando 
> 0 es lo suflelenlemente pequeño): 


05D (9) = Def, (0) 5 
y para el subdominio Q' €: Q arbitrario, cuando h => 0 
NO" —D* lag + 0. (5 


Sí la función | (2) es complementariamente terminal en Q (y pro 
cansada or cero Jere de O, la fórmula. () lena lugar para todo y € 
£€0 (siempre que h > 0 sean suficientemente pequeños) y 

MD —D”Hlicaco O cuando dh 0. m 
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Sustituyendo en la fórmula (2), a título de la función £(2)el núcleo. 
de mediación a, (12 — y l), y € Q, para h>0 lo suficientemente. 
pequeño (% es menor que la distancia del punto y al contorno 40) 
niega, es. vital de ma 7, 7 7, $4, cap. M, la fór- 
mul 


Dn (0 [109 050: Ddz= 





E 162) Dio, (z—yh de= Dif) 


Cuando Q* € Q, existe ha > 0 1a1 que para h < ha la fórmula (5) so 
rooliza en todo y EU. En caso de que f (x) sea terminal (Do/ tam- 
ión es terminal en este caso y pertenece a La (0) existo, do nuevo, 
al hy > 0 que para A < ha la fórmula (5) títne lugar para todo y € 
6 O, Por an ls comelcionos (0) y (7) 5 dspenden del torna, 
Y omorsuto. Sí todas los primeras derivadas generalizadas de la 
función Y son nulas, f = const. 

En ofecto, cuando h son suficientemente pequeños, en cualquier 
subdominio Y € Q tonemos Uada m0, 1=1,-> >, no En Virtud 
do (5), ada, = O, E== A, +» y Mo esdocir, para talosh /a == const = 
¡730 end. Dedo que Mp lc (0) — fl ro) => O cuando. 
M0 (loorema 5, p. 3, $ tonces, Je(h)=e 0%) lao = 
ei) =e UI VIO 0 cuando hy, hi => 0. Por consiguiento, 
£(M) ==) convorgo wniformomente on ( (y, con mayor, razón, 0u 
IAIO) hacia sierto constant, es decir, /=const en Q' y, por lo 
tinto. en O. 

Viliéndonos del lema 1, demostremos ol siguiente criterio do 
existoncia de la derivada generalizada para la función f € La (0). 

"ruona 1. Para que exieta la derivada generalizada Df de la 
Junción [ € La (0), es necesario y suficiente que para cualquier subdo. 
minio 0 EQ existan tales constantes: C(9) y ho(Q) que 
N Def llcysas <C (0), cualquiera que sea h < ho (0). 

La netasidad está demostrada on el leva 1 

Domostremos la suficiencia. Tomemos un sistema de dominios 
EE... 20.8... E Q tal que enalquier punto z € 
pertenezca a cierto dominio Q; (y, por Jo tanto, también a todo 0, 
para > 0). Ya que [1 D*f liz ¿qu <C(Q)) para h<ho(Q), el 
conjunto (Dafa) para estos h es débilmente compecto (teorerna 3, 
p. 8, $ 3, cap. 11), Por eso, sé puedo hallar una sucesión de valores. 
de hi ha a 00 dy 140 gunndo Ko, al que la 
sucesión'de funciones Df, ,, E = 1, 2, - « .. converge débilmo 
on La (Q,). Por analogía, dela sucesión a, yl = 1,2, « - «Se puede. 
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extraer una subsucesión Ry y, k=1, 2, .., tal que en La (0) 
la sucesión de funciones Dij,, ,, kr= 4, 2, . .... será deJconver- 
goncia débil, En este caso el límite débil de esta sucesión en Q, coin= 
ide, por supuesto, con el límite débil de la sucesión D9fy, y, k = 
=4, 2... etc. La sucosión diagonal Df, ,, k=1, 2, 
converge débilmente hacia cierta función «o (2) € La, 10e (Q) en ol 
espacio La (Q;), cualquiera que sea £ =4, 2, ... . Por lo tento, en 
1A (0) le succión De/my,y converge débilmente hacia 6, chale 
quiera que sea O EQ. Ú 

“Tomemos vna función arbitraria g € Cta (Q) y sen Q! un dominio 
fuora del cunl (2) =0, CEQ. Para todo Lord, 2, . ++ Mono 
logar la igualdad 


[A 5 dam a y DTez, 














en la cual la integración se efectúa, de hecho, no en todo el dominio 
Q, sino en Q'. Como la sucesión Dé/ay, y K om 1, 2, ..» . converge 
débilmente en Zy (Q') hacia 6, mientras que la sucesión /ay, y de 














=1, 2, ..... converge fuertemente (y, por lo tanto, también débll- 
mento) hacía la función /, eu esta igualdad so puedo pasar ul límite 
pora Jer oo: 

[oras yu [ros 





Esto significa q 


la fonción f tiene la derivada generalizada Do 
Irala da funció 3 dl 


El teorema queda demostrado. 
. la de la derivada generalizada en una acumulación 
de dominios. En el p. 1 se ha señalado que si Daf es una deriva 
generalizada de la función f en Q, también será derivada generaliza 
de esta función en cualquier subdomínio Q' = O. El presente punto 
está dedicado a la demostración del siguiente teoremo. 

rromeua 3. Si una función | tiene derivadas generalizadas DSf 
en los domínios Q, y Qs y si QU Os = Q es también un dominio 
(es dectr, un conjunto conezo), entonces enfQ existe la derivada genera. 
zada Da. 

'Tomenios un punto arbitrario + € Q. Sen S, (x) wnajbola de radio 
P>0 y con el centro en el punto z, mientras que py = “min |2—ph, 


y Pa= min |=—y]. Cunndo zEQ4x Qu Soy (2) 0. SÍÉEO, NO, 


A ¡tota Md; 
NR 
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Todos los puntos del dominio Q los dividamos en dos clases: a la 
primera clase lo asignemos todos los puntos de Q, O, y aquellos 
puntos de Q, Os, pera los cuales p< Pas P = a la Segunda 
clase, todos los puntos restantes, es decir, lodos los puntos de QQ, 











y aquellos de Q, Ñ1 Qu, para los cuales p< pp, 9 = ps, 

De esta manera homos obtenido ua cubrimiento del dominio Q 
con las bolas es de primera clase, p == p,; si z portenece 
a la sogunda Pa 





Sea Q' un subdominio arbitrario estrictamente interior del domi- 
mío Q, . del cubrimiento con bolas 
Says (2) un subcubrimiento finito. Una 
aebeubrimiento, cuyos centros se ubican eu los puntos de la primera 
elase, forman un conjunto abierto Q; E Q,, las restantes, un conjunto 
abierto Q, E 0,. De este modo, para el dominio Q” homos hallado dos 
<onjuntos abiertos, Q, y Qn los cuales poseen las siguientes propieda- 
des: a) Qi, i == 1, 2, es la suma de un número finito de bolas, b) Q” 
portenocs al dominio Q;U Q; y Q; E Oy 0, E Q4. En vista do que 
en Q, y 0, existo la derivada genorali 0], Ségún ol teorema 1, 
oxisten talos constantes C(Q), C(OD, ho(Q) y Mo(Q) que para 
A< hy min (ho(Qp)+ Mo (ODAD Sly EC (OD, MDL Usos E 
<C(0;): donde fa os una función media para la función f on ol 
dominio Q. Por ello 















TAS 
+HUDP ios CHOD+CH(0)= +10) 


pura, todo A < ha. 

Resulta, pues, que según ol tesrema 1, la función / admito una 
dorivada genarallzada del orden « on Q (naturalmente, on Q, y 01) 
¿que coíneido con Def. El teorema queda demostrado. 

4. Derivadas genotalizadas y relaciones de diferencias finitas. 
Supongamos que una función f(2) es terminal en Q y portensco a 
La (0). Prolonguémosia por cero fuera de Q y examinemos, para 
Koh 0, una rolación de diferoncias 











CLA mi 


m. Está claro que S5f(z) € L,(Q) para todo hz 0. 
CLIO os prsongada Por ero lora de O 
entonces, para todo A de módulo suficiontemente pequeño (menor 
ue la distancia entro el contorno del dominio Q y el del dominio Q*. 
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fuera del cual f = 0) tiene lugar la fórmula de «integración por par- 
tes» 


io 
=- Í ÓN 


[10 


2) —1(2) 7 (0) d= 


Zo Th, o 





El) dam 


ao ZA Fa 





=—U Bio (0 
tnonema >. Supongemos que una función (2), terminal en Q, 
pertenece a La (0). 
1) Si existe una derivada generalizada f,,, siendo k==, ..., Ms 
para todo hsk0 de módulo suficientemente “pequeño 18h/ lao) 
<llfrlliao) Yo además, 


MOR/— fm, lia + O cuando A 0. (10) 


b) SE existe una constante C>0 tal gue para todo h»40 de 
módulo suficientemente pequeño 11 €, entonces en Q extate 
la derivada generalizada [., de la función ] y, además, tiene lugar 
la desigualdad l/s lruor<C y la correlación (10). 

DEMOSTRACION DE LA ATIICACIÓN a). Supongamos al principio quo 
fs ¿1(Q). Sin porder la generalización, se puedo considerar que 

>n. En esto coso. 








simo | La, 


, Sa.) Por consiguiento (500, 





donde, como siempre, 2" = (£j, 
para. concrotar, AS O), 


¡rez Paja y e Y pg pa. 


de dondo 
E san 


Yissras. «+ Y E j ¡Le 


ta an 
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Integrando la última desigualdad respecto a =' € R.,, obtenemos 





ATA (11) 
Luego, 
A a 
Por eso, 


(14, (a) de, << 





Y juga a 


ES 
ja] E 
Integrando osta desigualdad respecto a 2" € Ry-y» obtonomos 


» 
E «2 


Las desigualdados (11) y (12) obtenidas hasta ahora para las 
tones LE 6% (Q) son válidas también para las funcionos tormina- 
"La (0) que tienen en Q derivadas generalizadas fx. Para con= 
lo esto es suficionte aproximar la función f (2) por su fun- 
ción mediada que tenga ol radío de mediación p lo suficientemente 
jequeño, aprovechar para la última las desigualdades (14) y (12) 
ls tención mediada será terminal ea Q) y pasar en llas al tito 
cunado p=0. 
'De esto manera, la primera desigualdad del punto a), coincidente 
con (11), queda demostrada. 
'Con objbto de demostrar la correlación (10) emplearemos al teo- 
roma de la continuidad media (cuadrática) de la función perteneciente 
a La (0) (teorema 4, p. 2. 52), del cual se desprendo que para cualquier 








<+1 





)ds,. 
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2> 0 existe un número $ =$ (e) tal que si In[<|h1<8, se 
tion 
pr A 
na => 


Por esta rezón, de (12) se deduco la desigualdad [8/75 ly < 
<r", siempre que (N[<S. La afirmación a) está demostrada, 
WEMOSINACIÓN DE La ArIIACION b). Según ol teorema 3, p. 8, 
3 3, cap. HL, el conjunto (8:/), cunado | h | som pequeñas, es débil» 
mente compacto en £, (Q). Por eso, en él so egir una sucesión 
Sap p=4, 2, .-.. que sen débilmente convergente hacia cierta 
dufción us € La (Q) hip 0 para p—» 00. Además, lll, y¿< C. 
Luego, en vista de (9), (05,), 2duaqu= —( Ola, gumon cualquiera 











quí sul telón e) £ 60), Cande, el yrimar míemtro 
dela iguatd 


tiondo a (6. g) y el segundo miembro, según el teorema 
1 AU, £xp). Por esta causa, la derivada generalizada 
fx existe y f,, = o. El tooroma está demostrado, 

ihién la afirmación signiento. 
del espacio Tty que contione 
risa de coordenadas y es simúlrico respecto al plano sn == 0 
decir, para cualquier punto z = (2, x,), perteneciente a Q, ol 
punto (2 — s,) también pertoneco a Q), y seo, además, $>0 un 
úxero tan pequeño que ol conjunto Qs es'un dominto. Introduzenmos 
las designaciones: 

Q=00 (.>0, 0-=0N (<0), (0) 

0 ta >0) 


AR Sea una función J(2) € La(0%) y seaf(x)=0 on 
1) Si en Q* exite la derivada generalizada Ja, para cierto k < n, 
entonces, para todo h =f+ 0 de módulo suftelentemente pequeño 


18% laca El Fo Mero») 




















LO —aliaco—Ñ0 para 40. (0) 

b) St existe una constante C > 0 lal que para todo h 4 O de módulo 

quficientemente pequeño 18 liagy<C. K<n. entonces en Q* existe 

lo derivada generalizado ¡,x. com la particularidad de que 
Va, lea <C. y tiene lugar la ccrreloción (107. 

Eu el dominio € definamos wna función F (2) alel modo sie 

guiente: Pla) =/(2) en ("y Fl) =H(1—2,) en 0” Es obvio que 
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FELA(O), y Píój=0 foera de Qu Además ¡iPlio= 
2187 sq Em, 0<|1]<Ó, 

DEMOSTRACION DELA AFIRSLACION 8). Supongamos que la función 
Y tione en Q* una derivada generalizada f,,. Mostremos, anto todo, 
que en este caso la función F tiene en Q la derivada generalizada 
Fs, En efecto, tomemos una función arbitrarin y (=) € 01 (0) z 

5>0 arbitrario, otra función, a (za) E Ct (—00, +00), pi 

Eo 2) ie Elo. quo male, pata Eolo 2. la diet 
[efg |< 1, es igual a £ cuando z, >8, y nula cuando 0 <z, < 


> la igualdad 
j NAS 








-/ 15m (tras | 1. — 5) 46 (2) o (a) di 
poza (6 té, 20) +8 (2, ando 


y de la definición de la derivada generalizada de la función Y en 0l 
dominio Q* tenemos (la función E (sn) (£ (2, zm) + g (2, —2.)) € 


ECO”) 
Í NAS 


= LA (ela (et, a) tel, 20) de 
= ja (2, sa) To (za) 8 (2) dz- Lun (2, — 20) ha (en) e (2) de. 


Pasando an esta igualdad (en conformidad con el teorema de Le- 
bosgue) al lenite para 6-0, resulta que la función igual a fa, (2) 

60 Q* ya fa, (2, —za) en Q>, es una derivada generalizado Fs, on 
Q de la función F, teniendo lugar al mismo tiempo la ecuación 
Us lao) 211 fa, Hxcon» 
in virtud del teorema, 3, [Flaco Glas Por alo, 
MOvlbor=3 Pibso < FU Es, ico =11 15 esco» Ya que SÍ 2 


Pollo =+ 19% — fs lléace») y dado que [SF —F, lia 9 0 








$ 4 espacios 1h (0 187 


cuando h=>0, entonces NS —f=, lic >0 para A=>0. La 


alirmación 0) está demostrada. 
DEMOSTRACION DE LA arimmacion D). Supongemos que para todo. 


h»s0 de módulo suficientemente pequeño US lim EC, kn. 
En esto ceso par todos estos HNGÍPlisg <2-C*. Do scudo con 
el teorema 3, en Q existe la derivada generalizada Ps 
y Fx, lr <52-0. Esto quiere decir, en Q* existe la dorivada 
gonoralizada fs, fx, Illes EC? y se cumplo la correlación (10). 
El teoroma está demostrado. 


IS 4. Espacios H*(Q) 


4, Espacio lineal £MÍo(Q). Espacio de Hilbert H'(Q). Un 
conjunto defunciones de Le 1 (0 qe sde todas Js derisadas 
foneralizadas hasta el orden E 4 ->1, inclusivo (de La, ¡os (0), lo 
dosignaremos mediante Ha. (0). Designemos con H* (Q) un subcon- 
junto His (0) cuyos elementos, a la par con todas las dorivadas ge- 
"eraizadas hasta el orden inclusivo pertenecen La (O). 

Por Hoe(0) y H*(Q), para k —Ó, vamos a entendor La. ys (0) 
y Lal0), ruspeclivamente Hilo (0) == Ly oe (O AO) LO. 

Está claro que His» (0) y H1* (0) son espacios lineales. Mostremos 
ue 22 (Q) es Un. espacio de Hilbert provisto do un producto escalar 


Ur Y [ounra. 'Ú) 





ara comprober sata afirmación bento eotabloces que m0) 0 
completo en la nora, engendrada por esto producto escalar, 


VE [ora 


S0n fps m == 1, 2, . . .. una sucesión arbitraria de elementos de 
21% (0), fundamental respecto a la norma (2): 


ll Imlli o = Y [127—oipde=>0 para om, $00. 


a) 





Mé ncos 





Por ello, para cualquier a, | | <k, cuando m, s > 00 
[ID"7— If dz, 5) 
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y, en particular (cuando a = 0), 
Jin InPaz=0 0) 


á 
AA causa de que La (Q) es comploto, de (4) so deduce la existencia 
de una función / € L; (Q) hacia la cual (en La (Q)) converge la suco- 
sión [mo m == 1, 2, >... y de (3), la existencia, para cualquier 
la | k, de una función FE L,(0) hacia la cual converge (on 
La. (Q)) la sucesión D% fo m= 472. 

sosto que cada función fm (2) admite todas las derivadas gene- 
ralizndas hasta el k-ósimo orden inclusive, portenecientes a Za (Q), 
para cualquier a, | a |<, tenemos: 








Uno Dgo 





A Tm aca 





ualquiera que sca la función y € Ó* (Q). Pasando on esta ¡gu 
Tímito pora m— 00 (de la convergencia fuerto se desprende 
vergencia débil), obtenemos que la función f% es la cósima deri- 
vada gonoralizada de la función f. De este modo, / € 4” (0) y 
n= / ya q) > O cuando m => 00. La afirmación está demostrada. 

orsunvación. A veces resulta más cómodo considerar el conjunto 
de todos las fancionos de valores reales pertenecientes a 4 (0), ma 

Oda O) = La (0). Esto conjunto os, por apuro, 
espacio (sal) de Hilbert provisto del producto escalar (1). Llamómos- 
lo espacio real 41% (Q), conservando para úl la misma designación. 

Indiquemos algunas propiedades de, los ospacios 18% (0). 

1. Si el dominio 4 =Q y /EH'(Q), entoncos EM (0). 

2. St JEH'(O) y a(aJEC*(%, eutonces la función af E 
€ H%(Q): En osto caso cualquier derivada generalizada Da (af). 
Fat 2h, so calcula según las reglas habituales de derivación de 
un producto, En particular, (0fz, = Af + agp EA, 0 o o 

3. Si Y EI (O) y fa (2) es una función media para la función J, 
entonces para cualquier dominio Q”, Q' € O llÍn — llno, => O 
cunado A —»-0. Si la función f es complomentariamento terminal en 
O, resulta que 1/a — Fllggo 0 cuando A 0. 

4. Sila función / € 1% (0) es terminal en O, una función ígua 
on Q y mula fuera de Q pertenecerá a M*(Q'), cua 
dominio Q”, 0'= 0. 

"Las propiedades 1—4 se deducen directamente de la definición de 
hon ae H* (0) y de las propiedades de las derivadas generali- 
za 

















1 
iora que sea el 





5. Supongamos que la transformación y = y (2) (Y1 = Ye (Zu - + 
PSA, m, representa biuntvocamente el dominio O 
into D y bea 2 2 (9) (21 = 21 (050 > 





OS 
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4 ne imusloconción comsmcodimaa ln, Segui que 
para cierto SA (EC. AECI it, 

Bn est caso, para quel Tación E () = 7 (5) lena ie e 
una función definida en Q) pertenezca al espacio A (Q), es necesario 
Y solicionte que la Tanción 7 (9) perimozi al enpaco 1 (O), Las 
derivadas de lo función F (x) se calculan según las reglas habituales 
para dorivar funciones compuestas. Por ejemplo, para las derivadas 
de primor orden tienen lugor los fórmulas 


Po Y a, lalo. ñ 10) 
a 


okis, een te constantes €, y Cy, dependientes de las 
funciones Y (2), 440... 0 que: 
dilo Sl o: 0l Tra Co l Fio 
La tranlormación inver + = = (6) sotitaca lo mimar soni 
«sones que la transformación y = y (2) por lo que podemos limitar 
os a la demostración de la suficiencia y de la essgnaldad 0 
Son kl y /(9) € H:(Q). Do la observación al tovroma $, p.8, 
$ 1. cup. 1l, de deduce que tanto la fanción F(2) como los lun 








cionos P, (2) 3 tu (ta) PL, dk, «+ Ma pertenocon a La (0), 


Cuando fa (y) os vna función mediada para / (9), la función F'(h, 2)= 
hy (2))  portenece a 0% con la particularidad de que 


ep Dl WD, 1, 





Sox el subdominio Os e mientros que (2 su imagen. En osto 
caso, 062 Como fa —f is —>0 y hay — a, Mena) 
+0, 1=1,.... n, cuando A» 0, entonces, en virtud do la obsor- 
vación al teorema $, p. 8, $ 1, cap. ll, ¡ee 2— Fla lim +0 
yA 2—P:D hm >0 tt, .-.. a cuando h—=0, 
cuniquiera que sea Q' 2 0. Fsto significa que en las igualdades 
PO a io E o a ela id 


“ondo g.es unn función arbitraria de C1 (3) (0? se olige de manera que 
“0 e=0 00 030), se puedo pasar al límite para 20% 
(E. trizas me — (En Beso» Por ello, la función E tiene todas 
los pgimuas derivadas gneralizadas de La (0). es decir. portueca 

* (01. al mismo tiempo So realizan las igualdades (5) y, por lo 4 
do, Jombién la dmiguzldad e) copado Ex 1 

Supongamos ahora que E = 2. Ya hemos demostrado que / (2) € 
£ 11000) Y tienon Jugar las fórmulas (5). Los segundos miembros de 
éstas, Siendo funciones de y, pertenecen a 44% (Q), en virtud de la 
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propiedad 2. Por lo tanto, las funciones F,, (x) también pertenecen 
a H'(0). Bemulta que F € (0) y, cuando k = 2, se comple la 
desigualdad a). Considerando las terceras derivadas como derivadas: 

las sogundas, etc, llegamos a la conclusión de que la afirmación 
válida” para "cualquier K 

En el gano 2 emplearemos la siguiente propiedad. 

6 dominio Q es un paralelepípedo rectángulo, el conjunto 
C* (0) (y, por esta misma razón, C* (0) en el espacio 47 (0) es 
siempre denso. 

suficiente demostrar esta afirmación para ol paralelepípedo 
mamá Jonde a == (85, .., 0), 41 > 

Tomemos tna función arbitrario € 7% (04) y un número prbl- 
trario e > 0. Cualquiera que 05191 dle fanión Da € 
€ La (lla, por lo quo, según el teorema 2, p. 2. $2, exleto una 
función q (o) € (o) tl que LI olaa Sé 

En el paralelepipodo Has —([2,1< ao, 1 1), donde 
0>1, Da € Mas, examinemos uno función Fs (2) =/(2)0). En vir 
tud de la [propiedad 4, P.EH*(Mas) y, jpor esta misma rozón, 

Fo EH (Mo). Puesto que 


(DF (2)=q0 (2) ll E 
NO" (2) qu (210) lescr,o + a (2) qa (2/0) lacio 
y, do acuerdo con el teorema 8, p.8, $1, cop. , 
MDP, (2) — 00 (2/0) liso 
ld 0100190 (20)|,, y, ,<|| (172) 16010, + 
+110*) (210) —qa (210) coc, 
<om(1= 5) 10 Haay tot, 

















entonces 
(OP. (2) qu (Alto (15) 10% Nica + 


+0 + qa (2) — qa (2/0) llcacm,y+ 
Por ello, para cualquier a, O<[a|<k, 


10% ()—D*Po (Mia <A Ia li + 0D P Galli 
<e (140%) 40% (1-2) 1% lat 
+ on (2) qu (210) lla 
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La fanción oa(HEC() y, por lo tamo gata 
— qa (2/0)llta cu, >0 cuando 0-1. Por eso, existe tal 0=09>1 


que para todo a, O<]aj<K, 114 (2) —D*Fastz) lec, Por con 
siguiente, 

1/—Posliyta1 ¿CE 
“Tomemos ahora la función media (Fo)n(z) para lo función 
(2) € H' (las). Do la propiedad 3 se desprende que [|Fo)— 
— Falta, 7>0 cunado hi=> 0. Por consiguiente, so puedo hallar 
un hemo tal que [(Fsdrs—Perlladqn ¿Se- La fonción (Fosn(2)€ 
Ec” (Ma) y 
A 

+ Pos lt ¿(C +1) 0 





o Ein a etompción dé 1 Su la 
., ción de funciones. Supongamos que la fun 
có 1 (0 osvá Ain en el dominio (y que laa etá contenido en 
el dominio Q”. Se denomi sygación de la función f (z) en Q” 
“una función Y (2) definida en Q” y coincidente con / (3) en Q. Obser- 
vemos, ante todo, que para cualquier función f (x) existe una pro- 
longación. Por ejemplo, so puedo hacer que F (z) sea nula en O'NQ. 
Esta prolongación la ya homos empleado en ol caso cuando Í (2) € 
€ La (0). Sin embargo, si / (2) es una función suave en Q, por ejemplo, 
16H" (0) (o 1€C* (0)) para cierto k >4, resulta 
su prolongación F (x) en clases de funciones igual: 
n Q!: de 48 (Q”) (o de C* (0), Mostromos que en ciertas condicio 
ds impuestas al contoo del dominio O, tales prolongaciones 
oxisten. 
Snpongamos, al principio, que el dominio Q' es un cubo K, de 
200, Ke m yii o Em do 6 2), Cnigrarónos 
las varíables independientes 3, - ==, Ya) Y el dominio Q, es un 
paralelepípedo Ki A (yn >0). La prolongación Z (y) do 
una función =(y)€C*(Ks) la. determinaremos en Kz= Ka fl 
NM (yn <0) de la manora siguiente: 


zo-3 


dondo Y == (Yu 0 <<1 Und: entras que Ay <<, Aaa es una 
ri a o Va ds scada 
Y ara =1. 520,.... de m 





















0 
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Observamos que si y € Kz os puntos (Y, 9/0 de (O) 50 eno 
euentran en K; para todos los E= 4, determinante 
del sistema 7 (Gelorminante de Vendérmonde) e ditimo de caro, pur 
1o que (7) admite la única solución A, 

Hagamos la función Z(y) igual al 














(o). para cualquier 






P=(9,D)€KoM (yr=0). De esto modo, la función Z(y) estará 
definida en todo K, Ya que s(y)EC*(K3), debido a (6), 
Z(y)EC:Kz). Mostremos, primeramente; que ZÍEC(Ka). 
“Pasando en (6) al límite para y > y8, y € Ka, en virtud de 7, 
obtenomos 
ln ZW= Y dem 0)= Y 0/1 =Z0S 
vexa ma 


Esto significa que Z (y) EC(K.). 
De acuerdo con (6), siendo y E Kz, para cualquier vector de núme- 
ros omteros Qe == (25, + +», Am), Ja | <k, tenemos 





DO ly YA OD, 0410. (8) 


Pasando al límite para y=» y”, y € Kz, en las igualdad: 
A 





¿DU (y) in, DPZ (y) 
Ea 
en 4 
Entoneos, en los puntos del plano Ka (1 (ya == 0) existen todas 
Jus pies doivads de le fación 2 (y) y Ulas colacidn con os 
valorós límites correspondientes. Por lo tanto, Z (y) EC!(Ka). 
Repitiendo estos razonamientos, en virtud (7) obtenemos que 
2 ectRa En odo ¿he 
Je la igualdad (8) se deduce que, con cualquier a, Ja | <k, 
para todo y € Kz 





A, 0 


.. 
102 (P<Z 





=C, DY —y/0)P. 


$ A Espacios AQ) 48 


Integrando esta dosigualdad respecto a yEKz, obtenemos 
en 

fizpa<c, Y | 10, sli Pág 
ES it 

ss 

=60YJi f  ¡Dwpa<c [10% 

dl eo 3 

Como Z (y) ==(y) para yEK3, resulta 


¿zm [zw pray 
y 3 
+ | 1020914 <C" | 10% (9) Pay. 
s ES 


Sumando estas desigualdades respecto a todo a, | a |< k, obten= 
remos la desigualdad 


MZ a, Cs 11 lc 10) 


en la que la constante C, > 0 no dependo de la función z (y). 

Así pues, y rape ln prolongación Z (y) € C* (K,) de la 
Tunción 3 (y) de CA (R;) y para ella tiene Jugar la desigualdad (0). 

ERAS ed AR 
piedad 6 del punto precedente, existe una sucesión £, (y), sm. 
=4,2,..., de funciones de C* (X3), convergente hacia : (y) en 
la norma de 10% (K3): 112, — £ ya => O cuando 5 => co. Dosigne- 
mos por 2, (y) la prolongación de ls función 5, (y) da X,. obtenida 
por el método que acabamos de exponer, Z, (y) E C* (K,). En vista 
do (9) tenemos. Ja” desigualdad” 1 Z, —Zp Naya, E Cs loa 
— 3p ly» la cual nos muestra que la sucesión de funciones Z,, 
11,2 es fundamental en la norma de H*(K,). Esto os 
indicio de que existo una función zw EH" (K,) hacia la cual la 
sucesión converge en la norma de ¿X(X). Ya que Z (4) =2 (9) 
para y € Kz, la función Z (y) será prolongación de la función : (y) 
en K,. La ión Z (y), obviamente, satisface la desigualdad (9). 

AJÍ pues, está demosirado el siguiente lema. 

zona 1. Para cualquier. función, =(y) € HY(K3) (C* (Ri) extete 
tna, Prolengnción ZAEIR(KO (CUA) y 00 realza la des 
E Observemos que como para las funciones Z, (y), s == 1, 2, 
tieno Has le E (6) y, por otro lado, 








y 
también para las 





ecuación citada es vál 
funciones Z (y). 
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exa 3. Supongamos que la función [(5) € HO) (o CO) y 
vara cual punto E £ 00 existe una función Fy (x), definida en úna. 
LOS do e AGRO 

qe OSI A are 
TE EA Te jade r, (3 de omerands Protasgución de la fur 
ción |) enla boa 5, (8). Supongamos, además, qe ten lugar la 


desigualdad 
UF Mara <C ro 10 

con una constante C, que no depende de la función $ (2). 
Entonces, para todo p > 0 existe la prolongación F (x) de la fun- 
elo 16 q, becado Qe), es pu las propiedades: P' (2) € 
, F(a)=0 fuera de QU; existe una constant 
O ala 0 dp 
NE Vito SC 0) 


Según la condición del lema, para todo punto E e existe una 
aa E (0,7 (Do ela gon ot dani: o ion la propia fun- 
ción (S, (8) (C* (3, (£))) cuando E € Q, o bien su prolon- 
encia mata Ds, Spotomas que (<a totalidad de 
las bolas S,¿s ($) para todos los posíbles $ € Q cubre el conjunto 7. 
Por consigulento (recordemos que ol dominio Q es acotado) de esto 
cubrimiento so puedo extraer un subcubrimiento finito $, (4), 

+0 06 Srta (2%), dondo 7, mr (2%). 

Son una función O, (2) EC*(R,), 0,(2)=1 00 Sy1a (2) y Os (2)0= 
0 fuera de la bolo S,ys (2), 1=4,--<« No Desiguemos me- 
¿diante ay (e) una función is). N, y construyamos 

funciones. 














q (2) = 0, (2), va (2) =0,() 0, (2), 
nl) 0, (2)... 0 (01 (0, EN. 

Es obvio que yu (2) EC” (Ra), 
ut9=0 e Sale (12) 





+ 
vs (2)=0 fuera de S,2(2. (13) 


Además, 

Mt. +n)= (101 (2) +0, (20) (1— 0% (2) +... 
+0 (2) >. 0 (2) (1 —0 (2) =1—0,(2) --. 0 (2), 

09 eS una acumulación de bolas (17 — 2% <p) respecto todo x* € Q. 
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por 0so, 
A (14) 
para 2€ Y) Sr (2), y, en particulas, para 2€S,y0 (2). 

Dofinamos las funciones f, (2), £ == 1, . N, para todo z € Ry 
de la manora siguiento: en S,, (2 la función J, (2) coincido o bien 
con f(2), 0 bien con su prolongación Fat (2) en S,, (2); 
S», (2!) la fonción 4 (x) es igual a f (2), si z € Q, y 6s nula cunado 
Ea virtud de (19) y la propiedades 2 y 4 del punto antaíor, la 
función yy (2) fa (x) € H* (Qu) (C* (Q»)).. Por lo tanto, la función 

A 

Pla 2 ania 15) 
NC: 
z un punto arbitracio de Q 
cubrimiento finito clígido continente el punto z, Puesto que /, ( 
=/ (a) para todo £=4, --.. N, y de (12) y, (2)/(2) = 0 cuando 
El, entonces, debido a (10), Pl Av(/()=/(2). Esto 
siguifica que la función F(x) de (15) cs lo, prolongación do la 
función /(2). La igualdad F (2) 0 tos de QU so deduce de (13) 


y. que <p. fest, . La desigualdad (11) so 
desprendo directamente de (10) y 


"romana 4 (xobro la prolopgación). Sean Q y 0” dominios acotados, 
QEO y sea que IQEC. Entonces, para toda función /(2) € 


EH (O) (0% (0) extste una prolongación F (2) EM (O) (CP) 
que es terminal en Q*. En este caso 


UP Mag CM lio (16) 











Y Saya (), la primora bola del 











donde la constante C> 0 sólo depende de Q y Q!. 

“Tomemos un punto arbitrario 3 € 2Q. En cierto ontorno U de 
esto punto la ecuación de ¿0 puedo sor representada (emumerando lus 
variables, si fuera necesario) en la forma 3, =(%j, . -.. 2h) 
con una función q (xi... Za) EC*(D), donde el dominio 
(u — 1)-dimensional D es una proyección de 90 U; en el plano 
sn = 0. Consideramos que z, > q on el dominio Q () Uf. El cambio 
de variables 


n=a—=En i=t ni y 


=—yí 

















> ta) 17) 
1097 
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representa biunívocamento Us sobre un entorno £2 del origen de 
coordenadas para las variables y... Yu Son K. un cubo 
Unica ist... 2), pon le af dominio D, y sea Uf 
da imagen dol cubo en la trantormación (17): La Imagen del dominio 
Ñ será. on este caso, un paralelepípedo Kz =— Ka (Ya >4) 
y la función / (2), definida on O() Ui, se transformará en la función 
0 FU + Sas 0 os Una + Burana + 0 Ys + En 
+, tud 
(13) (0 (Ka). 
icuoráa con el Jema 1, existo una prolongación Z (y) de la 


función z (y) en el cubo Ka. Esta prolongación engendra, en virtud 
dewna transtormación tnversa a (1) 


a=yu+br it, 



















nt n=n+ 
O) 

la prolongación F%(2) de la función / (a). perteneciente a Q() Vi, 

en Uli, y. con mayor razón, en la bala S, (2) (que está contenida en 


Új) de, radio r = r(8) > y contro en el punto E. En vista de la 
¿4 5, punto A, tienen lugar Jas desigualdades 


A ASAS 
A AT 


“donde las constantes E, y E, dependen sólo de la función y (24: . ++ 
Doy 2-1) de (17) y de sus derivadas hasta el J-ésimo orden Inelusi- 
ye. Di “citas desigualdades y de la (0) se desprendo la desigualdad 
(10). La afirmación del teoroma so deduce ahora del loma 2, sí to- 
sino moños que la istania antro los conteraos 20 Y 90" delos 
dominios Q y O”. 

mico deme el doren 1 tens contro la 
prolongación Pa e el domino O de la función / ( partanecianto 
DD Tema prolongación tico vo slo (16), sino también las 
desigualdades. 




















Ur SC V/Maoy. 
cunlesquiera que sean + < ke 

Hasta dy las longaciones de una función de un 
dominio en ol otro dominio más amplio. En lo sucesivo necesitaremos 
una prolongación suave de funciones a partir del contorno, 

Sea dada una función continua f (x) en el contorno 9Q del domi- 
nio Q. Llamaremos prolongación de la Sunción f (2) en Q la función 
F () continua en (, si para = € 00 F (2) = f (2). Es válida lo si- 
guiente afirmación: 

rnoneaa 2. Si para k > 1 el contorno 00 € O, entonces para toda 
Tunción f(x) €C* (00) exiete la función F(3) de C* (0) que es una 
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rolongación de la función f (=) en Q, teniendo lugar, en este caso, la 
Eesigualdad 


Ml < Mo 


donde la comamie, € => 0 no depende de, 

Ya que 90. €C*, para todo punto E € 0 existe un número p = 
=p (50 tal que un trozo del contorno 90.1 S (8) (3, (9) es 
vna hola de radio p y centro en el punto E) se proyecta univocauiento 
en un dominio Dr de uno de los planos coordenadas, sen del plano 
n == 0 (lo que siempre so puede lograr cambiando la numeración 
La veriablo) y que la costción de la cupo 090 $, (3 im 
forma xn = 9 (2). Y E Di, dondo p(7) CO 

Tscjanos vo pimero tar(D'= 0 mulitentecento peque de 
tal manera que won hola (n— 1)-dimensional PESE 
Entonces, la función de n variables Fi(2)==P(2, 9(2) (que no 
dependo de x,) está definida en una Lola cerrada 3, (8, perteneco 
a C*S,(E) y coincido con / en ¿0NS, (). Además, NP, E 
<CIBlI/eugy donde la constante C (5) no dopendo do /. 

El conjunto de bolos S;ys (£) cubre el contoroo 00. cualquiera 
que sen 3 € 00. Escojamos de este conjunto un cubrimiento finito 
del contorno Saya (2%), - « «1 Sryya (2%), donde 1, == r (2). 

Dofinamos, pora cualquiec 4 “uno fonción (4 (a) del 
modo siguiente: hagámosia igual a F,1(2) en la hola S,, (2) y mula 
fuera de 5, (2), si z € 00, e igual a f (2) cuando x € 00. Entonces, 
pata todo L== 4, ..., WN las funciones /, (2) y, (2) (dondo y, (2) 






































os una función construida al ofectuar la demostración del loma 2) por- 


tenccen a C*(X,) y, por lo tanto, a C*(Q). Por consiguiente, la 
función 


P=3 nl) (a) 





lo x E 90 y supongamos que la primera 
hola del enbrimiento finito clegido del contorno que contiene exto 
punto esla bola Sy (2). Ya que f, (2) = f[(2) para todo i=4, ... 
o, M. de Jas correlaciones (12) y (16) se deduco que P (2) = 
- 2 (2) 1 (21 = f (2). Así pues, la función £ (2) es una prolon- 
ón de Cy: función (o). En cuanto la acotación requei. 


Mn, ésta es consecuencia de las correspondientes desigualdades para 
Jas funciones F* (2). El teorema queda demostrado. 
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3. Densidad de C-(G) ea H (0). Espacios EÉ* (0). Supongamos 
4 satora 20 dl loo O puma 

teonBmA 3. Un conjunto de funciones C” (Q) (y, con mayor razón, 
CA Q)) es siempre denso en e espacio HQ), 

Tomemos un dominio Q* respecto al cual Q es un dominio estric= 
lamento interior, Q EQ”. Sea f (z) una función arbitraria de 4 (0), 
En virtud del tooroma 1 del antorior, oxiste una prolongación P (2) 
de la función / (2) de Q a Q”. portonecionte a /1* (0). Sogún la pro- 
piedad 8 (del p. 1), tiono lugar una cortolación 

WEN —/Mygtgy= 1FA—F lg, +0 cuando h—0, 
dondo Fa (z) os una fuación media para F (). Como Fa (=) € C” (0), 
sl teorema queda demostrado. 

El conjunto C* (Q) es una 
ma 3 se deJuco que sí el contorno del dominio 20 € C*. 
dol slunto (3 (2 un la noma del espacio (0) colucido con 


Sea S una suporficio (n — 1)-dimonsional contenida en Ú. El 
subconjunto € (9) de las fancionos do C* (GT que so reducon a coro 
en los luzaros dondo Q corta cierto entorno (cada función Liono su 
propio ontorna) de la ¿uporticio S os también una variedad línoal en 
H'(Q). La adhoreacia de Cs(Q) enla norma del espacio Hf* (Q) es 
un subospacio de Hf*(Q). Desigaómoslo medianto 413 (0). 

Ea ol caso si S =29, el subespacio 32 (0) so designará por 
H% (0) (la moran on HÍ%(Q) es la norma dol espacio H*(Q). Dol 
tooroma 6, p. 3, $ 2, so doduco que paca k == Ol subospacio Á% (Q) = 

= ÑO) e con el espacio H1*(Q) == Ly (0). En ol punto 4 
dol páreato siguiente será demostrado quo para k > Lol subespacio 
me (Qr0o coincido con H (O) 

1 Q' es ua dominio que contiene otro aominio Q, Q = Q”, toda 
función f(x) de E* (O), prolongada par cero en QQ, pertenece a 
E% (8). Por ollo, de la delinición del espacio Hf* proviene que la 
función / (x) de ÁÍ* (Q), prolongada por coro en 0'NQ, pertensce a 
de 

Le oparabiitad del espacio HI (0). Vamos a considorar ol 
contorno 90 del dominio Q porteneciente a la clase €, 

El espacio HNQ) es separable. 
ínemos un cubo K= (Im im ido 
amerablo de funcions (da) 32. dende 
0, +2, =L,...m(m as 
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€ ortonormal en La (8). A toda función 






A 2 nero 18 


A 


dondo Ip LIO: SEI som coeticientes de Fourier de la 


función f(2), y ¡mP=mi+...+me 
Sea la función / (2) € € (Ko. Indiquemos, ante todo, que para 
cualquier m tieno logar la desigualda: 





Ini<(2aJ YN Mog= Ca. 0) 
Hagamos mi == (om, sd 
= tz [qa 1 'uando. 0, to. 


n= | Hyemndam 
nia [emm ([ 10 agemprán,)u 


(al) en a 


Ca 
para p natural, de dendo lean, y» por consf- 


guiente, en vista de (19) 
“ 
ME 
cualquiera que sea p natural 


A la por con esta desigs 
desigualdades 





tienen Jugar, por supuesto, las 





AS 1 


y, por lo tanto, los desigualdades 
O 
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Como max (m1 mi, de (20) se despronden as siguientes 
desigualdades, válidas para todo mm y cualquier p natural 


Ms —E— p< 


+ m 
AS me 





Tomemos p=1+2. El número de sumandos en lo suma 
ar, fue, igual al númoro do puntos m de courdonadas 


eras en la capa esférica s<|m|<s+1 uo sapera el número 
toles puntos en un cubo de arista 2(94-1), os decir, no es 
sopacior a'(2(04 1) Por eo, 
' pra, Cas en Ca 
A O 
Esto significa que la serio (18) en Á es uniformemente convergente. 


mba oe 
Haciendo p =n +3, para cualquier 7, 1 <r <m, obtenemos 











sm A 





Por lo tanto, una serio obtenida do la serio (18), al derivarla, tór- 
mino a término, rospecto a xj, r 4, .  .. m, converge on K uni- 
Tormemento. De igual ianeca so demuestra que las sories obtenidas 
do la (18), al docivarla 1 veces, 1=2, 3, -... término a término, 
son en K uniformemente convergentes, 

Dosiguemos por g (<) una suma de la seríe (18) 


E Y. 





Se ha demostrado más arriba que £ (x) € C” (K). Por lo tanto, 
ee RS Mostremos que en K q (x) == 


Omar ah o 
Í qlo dr=0. 





Fijemos arbitrariamente m'=(7, 

dad on la forma 

a id al 
2 


Mo.) y escribamos esta iguale 
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Como la función Mar (2a)= Í e, 1,)eto.x)dz”, indefinidamen- 


to diferenciable respecto a Za, [za|<x es en el producto escalar 
de L¿(—1, 2) ortogonal a las funciones cínnra para cunlesquiera 
m=0, 21, 222, ;-., entonces, cualquiera que sea m', tenemos 
Que (z,)=0 para todo z,, [z.[<x. Introduzcamos las designacio- 
Mes (y Ma std, KR la md) 
Para todo m' fijado, cualquier za» [2,[<x, y 10d0 Maa =0, 
xd, ..., tenemos 


bl LAA nd 

















| enana deja [sr md, 





Por consiguiento, 
Í QUE, Las EJE RO 


para cualosquiera Zap tas [2 1%, [za 1 Ea, y todo mí 
Continuando esto procoso, obtendremos la igualdad y (x) = 0 on X. 


Homos demostrado de esto modo que toda función Y (2) € E* (R) 
so desarrolla on la serio (18) que junto con las derivadas de cunl- 
quier veden es uniformemente convergente en É. Es evidente, que 
esta alirraación os también válida para cualquier cubo Ka = (171 1< 
<a imd..... 5) 

Pasemos ¡lora a sea 
moro a >> 0 tan grande que ol domini 
toorema 1, p. 2, toda f 112) € 
mediante una función F (2) E H*( A 

is p. 1, se deduco que ioda función F (+) de esta indolo puede 
vada en la norma de /7* (K), valiéndose de las funciones 

modias £, (2) que son indefinidamente diferonciables y, para Je suli- 
ciontomente pequeños, terminales en Kw. 

Sevún lo demostrado, toda función F, (2) (siendo k suficionto- 
'm nte pequedos) puedo ser ca A, aproximada uniformecote, junto 
con todas las derivadas (y, par lo tanto, también en la norma de 
Hf* (K,)) por medio de las sumas parciales de la serio de Fourier de 
dicha función. Pur consiguicafo, cualquier función Fa (a) puede ser 
aproximada en la norma de /1* (Q) mediante combinaciones lineales 





¡demostración dol teorema. Tomemos un nú 



























del sistoma e 5” con coeficientes cuyas, partes reales e imagina- 
rias soan números racionalos, Así pues, está construido un conjunto 
siompro denso en JP (0). 
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$ 5. Propiedades de las funciones 
de HO) BO) 

1. Traza de las funciones. Sea Q wn dominio en Ra y S, una 
superficio suavo (1 — 1)-dimensional perteneciento a 7. Cuando en 
Q está dada una función f (2) definida en cada punto (es decir, sí la 
igualdad do las funciones se entiendo corno la igualdad de sus valo- 
res en cada punto), podemos considerar el valor do esta función sn S 
como una función / Lzc., definida en cada punto de S, cuyos valores 
coinciden con los de / (2) para todo z € 5. Si examinamos en Q una 
función dada ou c.4.p. (es decir, las funciones son Iguales, si coinciden 
en c.t.p.), el. valor de / en la superficio fijada $ se determina de 
manera 10 unívoca; ya que mes $ = 0, la función puede tener en $ 
un valor arbitrario. No obstante, on detorminado sentido, se puedo 
hablar do los valores que una función, dofinida en €.t,p., toma cn las 
superficies (n — 1)-dimensionalos. 

Supongamos, para simplificar, que la superficie S == $ (2) es la 
intersección del. dominio Q con el plano <, = const. Entonces, en 
virtud del teorema de Fubini*), para casi todo z, existe un valor 
f lucscon) do la función f en S (2,), definido casí siempre on S (la 
igualdad de las funciones do la (n — 1)-ésima variable se entionde, 
por supuesto, como la igualdad de sus valores en c.t.p. en el sentido 
do la medida (n — 1)-dimensiona)). Es obvio, además, que el valor 
que toma on $ (z,) una función conti ara casi todo x, 08 
na función continua en S (sa), y el valor que toma en $ (2,) una 
función de La (Q) para casi todo 7, portonece a Za (S (24). 

“Al estudiar las soluciones de las ecunciones diferenciales se 
toan con frecuencia condiciones a las cnalos la solución debo satís- 
facer en cierta superficio fijada (n — 1)-dimensional, por ejemplo, 
on 40 (las así Mamadas condiciones limites). Es por eo, necesitaro- 
xmos generalizar la noción del valor que toma una función definida 
en .Lp.de lo suporicio(n—. 4 dimensioal 5, sto e, le poción de 
Ín traza de una Junción en S. Esta noción se puedo introducir uní- 
vocamente para una función que está definida en casí todo punto y 
satisfaco ciertas condiciones de suavidad. En particular, esta noción 
so introduce con facilidad para una función continua en O. 

Llamaremos (raza f |g de la función f de C (Q) en una superficie 
(n — A)dimensional $ al valor que tema en esta superficie uno fun- 
ción continua en Ú Ja cus :mpro coincido con / (es deeir, por 
traza de una función continua en $ entendemos su valor extendido 
vnivocamente según la continuidad en 5). En este caso, la igualdad 
de las funciones dadas en S so entiende, como de'costumbre, como la 
igualdad en casi todo punto on el sentido de la medida (1 — 1)xdi- 
mensional. 


o) Para preciar, en virtud del lema 4, p. 13, $ £, cap. IL. 
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El concepto de la traza de una función en S so puede introducir 
tembión para las funciones pertenecientes a algunos espacios pro- 
vistos de normas integrales, en particular, para las funciones de los 
espacios H* (Q), cuando k > 1. Puesto que todos los H* (0), par 
L> 1, están incluidos on HI (Q), será suficiente introducir 
concepto para las funcionos de 1 (0). 

'Son S una suporficia de la clase C! (vénse cap. 1, Introducción) 
ubicada on Q, y sea S, un trozo gora de $ que se proyecta univoca= 
menta en cierto dominio D del plano (z, =0) y descrito por la 
ecuación 


za = 9 (2), donde Y == (20h 
El dominio Q es acotado, por lo que considerarse dispuesto 
en un cubo ((< <a, id, .... n) cierto a > 0. Supon- 
'gamos al principio, que la función /(x) portonece a C* (7) y hagámoslo 


igual a cero fuera de Q. De acuerdo con la fórmula de Newton— 
Loibm 















Ind 9) EC. 














TA At 
Por ello, según la desigualdad de Buniakovski 
nap<oto Y [uta aa j ¡ugt Y, 


Multiplicendo esta desigualdad por, VIF4F FW, 
grondo en D, obtenemos lo desigualdad 


1 Maso= | His PAS:<C lino. a 





y into- 





con la ca 0 que no depende de la función f. 
Ya que la superfício $ puedo ser cubierta por un número finito 
de troxos simples, o sea, trozos del tipo S, (que to proyectan, quizás, 





en otros planos coordenados), sumando Jas desigualdades corres" 
pondientes (1), obtendremos la desigualdad 


Vio o 

donde la ccnstante C.> O no depende de la función /. 
'Lo desigualdad (2) tiene lugar tembién para toda fonción / (2) € 
€ C* (Q). Para demostrar esta afirmación, es suficiente hacer uso del 


Teorema 1, p. 2, $ 4, sobre Jongación (euponiendo, naturalmen- 
te, que 60 EC y la desigu E osa Recién terminal de 
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Sen f € H* (Q). Del teorema 3, p. 3, $ 4, so doduco que existe una 
sucesión de funcionos /p (2), p =1, 2. ...... de C*(Q) que convorgo 
0 la norma de CIO) hacia /. Para. las. foncionos /p — fla dese 
igualdad (2) tiene la forma 

Mr —Jollas: CUL» fallar 15) 


Como Mp fell 0 cuando pag <00 también 
ln —falleas, +0 cuando p, q» co. Esto significa que la sucesión 
dl Tus lets Tolo de. lx funciona 7 en Ss fundamental en 

Za (8). En vista de que La(S) es completo, existe una función 
JafW LA(S) tal aun Nacia dlla converge la sucesión de las trozis 
A 'p=»<0. Pasando en (3) al límito para p—» 00, obtenemos 


Mo 1slao <C Ult o) 








Mostromos que la función fs (z) no depende de cómo se elige la 
sucesión fa (2), £ =1, 2, . . ., que en la norma de /7* (Q) aproxima 
ln función / (o). En efocto, sen fa (a), k= 1 ra sucesión 
le funciones en €! (O) pora la cual 11/ —7a ln e cuando leo 
—» 00, y son fr (2) el límite en la norma do La (S) para la sucesión 
Tao £ 7 12,02 o Eaton, eu iu de las deigaldaos 

y 


Us Talla lo 1er UT caos + 174 Tallca E 
<C(M/— Lalo; +lo— Floor + NAF Mario) + 


Puesto que el sogundo miembro de la desigualdad tiendo a cero 
cuando q=» co, resulta que /s == fo. 

La función /e (x) (como elemento de L, (S)) la llamaremos traza 
de la función f (2) E H'(Q) en la superficie $ y la designaromos por ol 
simpolo / lr) / laura, la desienaremos _¡modianto 1 ls 

De esto modo, el concoplo de traza do una función se ha dotermi= 
mado para cualquier alomento / de 4 (0). 

Mostremos que este concepto es real: 
o y gi función en 
mensional. Sea, para simplificar, $ = $ (2, inmorales 
nio Q con el plano z, — const y sos que anción 1€ 4% (0). Tomo: 
mos una sucesión fm (x), m == 4,2, . . . de funciones de C* (0) quo os 
Ja norma del espacio H' (Q) convorge hacia /. Según la dofinición, 
el papel do traza / [síx,y para todo x, lo desempeña en Ly (S (2, X 
Ja sucesión do funciones fa Iso, y- Puosto quo la sucesión fu, m 
- a 2, .... converge en L.(Ó hacia f, entonces, según la obser- 
al teorema t, p. 1, $ 2, on esta sucesión se puedo escoger una 
os fmy k= 1, “que convecge hacia f en c.1.p. de Q. Es 
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decie, para casí todo za la sucesión fa, lei ko 1, 2, >= «y cone 
verge hacia el valor de la función / on 3 (z,) casi siempre en el sen= 
ido do la medida (1 — 1)-dimensional. Por consiguiente, la traza y 
«l valor de la función / en S (za) coincidan para casi todo z,. 

"Asi pues. disponemos de los conceptos de traza en S do “las fun= 
ciones continuas en Q y de las Sunciones pertenecientes a ¿7 (0). 
Comprobemos que si la función f pertenece tanto a C (4) como a 
H(Q), su traza, como la traza de una función de C (0) (designó: 
imosla por / [) y su trazn, como la traza de una función de M1: (0) 
(desigaómosla por / z), coinciden, Efectivamente, en virtud dol to0- 
ema A, p. 2 del párrafo antorior, la función f puede sor prolongada cn 
«dominio 0, O € O”. de tal manera que la prolongación £' perte- 
Jaca tanto a C (0) como a H'(Q'). Examinemos las funciones 
Fa (2) que son medias para la función £. Ya que Fa => £ para 
tanto en la norma del espacio C (7) (véaso p. 1, $ 1) como on la mor- 
mua del espacio 2 (0) (véase p. 1,3 4, propiedad 3), ontonces, cuando 
hi=» 0, Fa (a) le / lg enla norma del espacio C (5) y Pa (2) ls > 
—>/ Ki en la norma del espacio La (5). Por consiguiomte f (z = 14. 


La traza f ls de la función F (2) € MÍA (0) (vénso la definición de 
este ospacio on el p. 3, $ 4) os nula, puesto que la fonción / ls os el 
límite on la norma de /, (S) para funcionos nulas wn $ (os decir, 
para las trazas on S de las funciones porteneciontos a C4 (4). En 
particular, la traza / bg de la función / (+) € 1% (0) es mula, Do 
aquí, entro otras cosas, so despreude la afirmación del p. 3 dol pá- 
rrafo anterior sobre que JI* (Q) 4 JP (0) cuando k > 1: una fun- 

nl a la unidad. pertoneciónte a cuniquier 7É6 (9). £ => L, 5 
na on Q, por lo cual sn traza en 00 es igual a L: por consi- 
ate, 10. existo ningún £ 5> Y para ol cual esta función portonoren 
air 0). 

La traza f [s de la función f € H* (Q) satisface la desigualdad a: 
Para demostrar esta ción, es suficiente en la desigualdad (2) 
escrita para las funciones /, (2) (/p (2) EC* (0), 11 /n — / llanos + 
20 cuando p == 00). pasar al límito para p => co 

Hasta ahora supontamos que el contorno 00 E L*. No vbstante, 
si S £ Q, este requisito resulta superfluo cuando tratamos do hallar 
la traza de la función en $ y demostrar la desigualdad (2). En efecto, 
en este coso existirá un dominio Q' 2 Q tal que IQ EC'y SEO. 

Así homos demostrado el loorema A 

<rosEmA 1. Sspongamos que una superficie (n — 1)-dimenstona 
cs de la clase 1 a pertenco 2.0. Y E Q, o bien, en Tuga de eso, sea 
S<=0 y, complementariamente, 00. €C%. Entonces, toda. función 


















































150 CAP HL ESPACIOS PUNCIONALES 


1(x) EH (Q) tiene en esta superficie una traza f ls, perteneciente a 
Za 18), y, además. tiene lugar. la desigualdad (2). 
¡Sea una función f (2) € HP (Q), k >. Como toda derivada gene- 
del orden Ja |<, pertenece a (0), entonces, de 
cuerdo con €] teorema 1, en cuslquier superficio (n — 1)-dimensio- 
nal S de la clase C! existo una traza de esta derivada “Def js que 
verteneco a La (S). Además, tienen Jugar las desigualdades 


ASAS 6 


donde la constante C > 0 no depende de la función /. 

2. Fórmula de integración por fartes. Supongamos que las (un 
ciones / (3) y £ (2) pertenecen a E (0) y 40 E C!. En este caso para 
todo L==4, .-., mes válida la fó:mula de imegración por portes 


S tas dam | temas 16, de, 16) 











donde m; = cos (n, 21) es coseno del árgulo entro Ja normal n, exte- 
sir a la superficie 20. y el eje 21, mientras que lasfonciones / y £, 
que so encuentran bajo el signo integral en 60, son las trazas de estas 
Tuncjones en ¿0. Do este modo, desde el punto de vista do la aplico 
ción de la fórmula (0), el cemportsmiento de las funciones do 4 (0) 
esfgual que el delas tuncienes de C1 (9). 

“demostrar la igualdad (6), tememos (teorema 3, p. 3, $ 4 
las sucesiones /p (2) y gy (2). p = 1, 2, -  .; do funciones de C* ( 
quo en la norma de ¿hi (0) 'en hacia las funciones / (2) y 
£ (2), eepectivamente. Pa es válida: 


f Iitiz= | haguds= Virsenide: 
¿ E 


Pasando en esta desigualded ol límite para p==00 y g=>00 
recordemos que 11, —/lezaci=>0, | £o—E lsac) 0). oendremos 
ln igualdad (0) 

de (6) se deduce directemento que sí y € E? (Q) y las componen- 































tes fr ()t=4, . . .. n del vector f(2), (2) == (fla), + <s fa (2) 

Prdcaccón E o), ueno Toga Aida 
[eavtraz— [e0mas— | /-vedn m 
. a 


3. Propicdades de lss trazes de funciones de 33? (Q). Criterio de 
pertenencia al subespacio 31* (Q). Sea To un trozo simple de uno 
suporficio de clase Ci vhicada cn O Eupongemes que el tsozo E, es 
solicientemente pequeño (e está contenido dentro de boa 

ientemento pequeño) y que se proyecta univo 
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camente en cierto dominio D del plano coordenado (z, == 0), con la 

iculacidad de que za =p(x), Y ED os la ecuación de Pm 

9) Ec. 

Dosignemos por Ta la superticio (2 ED, xq =q (2) 20) y 

Qe el dominio (ED AGS E 

(FS < ec) para 

¡les suficientemente pequeño 

(y siéndolo ta ,, al menos uno de los dominios, Les 
8.2. 191, está contenido en Q. 

Sea 2% =Q, entonces para cualquier función f€.C* (9) 

tenemos 













sara 
E o a 
sl 
de donde 
cria 


.o 
eee. eenrclo | [Papa], 
el 
Multiplicando esta desigualdad por VIF9 +0 PO 
e integrando en el dominio Df obtenemos] 
[11 (2)—1 (Picar CV TET Mosa (8) 


dondo Pa(2, (DE Pt ala, pl FO ET y Ci 
OE 


la par con la desigualdad ($) tiono lugar también 





la desigualdad 
NL) 162 <CV TITO le o 

Aproximando la función f € HI*(Q) por las funciones de claso 
€! (0), on virtud de la definición de traza de uos función de 17 (9), 
Mlogamo* a que las dosigualdados (3) y (9) son válidas para todas las 
funciones de AMO. 

Estas dosigualdados exprosan cierta continuidad de las trazas do 
las funciones del espacio /F1 (0) on las supocficios Yo en dependen: 
cia del desplazamionto de estas últimas. 

Si la traza de la función fon Ty es igual a cero, / iru =0, de (9) 
so deduco que para cualesquiera p y 0, 0<8 <p < bm donde ps 
e al que Da O (para concretar, considoamos “qu p.> 0 
“tiono lugar la desigual 


1/Mry<C01/ Mio) <C lo 
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Integrando esta desigualdad respecto a $ € (0, p), en vista 
a a a vi de la 


N/lcsap=0(0) para p= 0 0) 


Hemos demostrado, pues, que si / € H:(Q),f | ts == Uy Op = 
den particular Ta puedo hor un raso del contorno SO), 68 verla Y 
correlación (10). 

renta 1. Son J EJ (O) y su traza en el comtomo, f lag =0. En 
esto caso 








flop 016) cuando 5-0. a 


Puesto que el contorno 40 E €!, para todo punto y € 40 existe tal 
a Sy (9). de radio 2+, 7 = r (y) > 0 y cun el centro cn este punto, 
¡ue el lrozo dol contorao 90 NS, (4) se proyecta mívocamm 
un de o (n — 1)-dimensional D;, (y) dispuesto 
planos courdenados, digamos, en el 0). Cox 
ión del trozo de 00 NS, (2) tico 

(2) ECU Da, (y): Designomos com Ty == Ts (y) 
N 5, (4) y con Fa = Ta (4) y a — Ss (y) una superticie «por 
lolo» y el dominio que la corresponde que se han construido según 

Y, por el método descrito más arriba. Elijamos 5, == 5, (y) de tan 
pequeño valur abeoluto que el dominio Day = E, 0) = 21 Sr (> 

Íeia omtre LOS, (y) y Ta, (y) es positiva, wmien- 

tras que Ja distancia entre 0011 3 (1) y Ts (9), dondo 5 E (0, 5) 
cuando d, > (1, y 9 E (8,, 0) cuando 8, < 0, es, evidentemente, mayor. 

ue y 16 [con cierta constante y = y (y). 0< y < 1, entonces 

lo olegirso ya 0< yo < 1 de tal manera que para cuales- 
quiera 8 tenga lugar la desigualdad 


inf J=—¿/>1181. (12) 


y 


Del cubrimiento del contorno con las bolas $, (y), y £ 00, 
escolemos un Cubrimiento] Hito Sa, (2). +0 Sy (a). Exts 
evidontemente, un número 6, >0, d, <amón (0 (9%) l, tal que 

















































A 
ONE U Raga (2. 113) 

¿Mendo o victud de (1D, pora todo 6, 0<8<b, y m= 
(ONO Nan, (2) Oo ano (27) (4) 


donde qm, mín, ve(27). 
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De(13) y (14) se deduce quo para cualquier € /1* (0) tienen lugar, 
cuando 0<5< dy, las desigualdades 


E 
A TS 


Z 
< 2, Mo casos ar 079> 


Puesto que / lag == 0. do la última desiguoldad y de la correlación 
(40) se desprende (11). El lema está demostrado. 

"teonmma 3. Para que una función del espacio H' (Q) pertenezca al 
axspacto Ho (O), e noeerio y anfiinto que mu vese en 0) conerno 
del dominto sea igual a cero, 

Como la netosidad es obvia, nos lizitaremos a la demostración 
de la suficiencia. Sea una función / € M1! (Q) y f loo == 0. Tomemos 
> 0 arbitrario. En vista del lema Í y ol toorema $1 
esp, Jl, sobro la continuidad absoluta de Ja intogral, existe un 6 = 
== $ (e) tan pequeño que 








Wlesrcoy<eb, llosa <e> 


Puesto quo para la función f € 11! (Q) (toorema 3, p. 3 del párrafo 
anterior; recordemos que 00 £ C*) existe una sucesión fp (1), pm 





== 4,2, .  »; de funciones de C* (0) que en la norma do 1! (9) con- 
org Macia 7 (y. con mayor razón, on la norma de 27! (0.1), 80 
puedo hallar wn númoro A = 06) = N (Bl) tal que 
W-1Ix Ino <e. 
lle llo op < 248, (15) 


Wilmer ay< 2. 
"Tomemos la función 


alo [as(lz=y1)dw 
ES 


donde w (| z — y |) es un núclco de mediación. De las prupiedades 
del núcleo de mediación se deduce que Za (2) EC“), La (2) = 1 
pora z E Que y, con mayor razón, para = € Qu, La(2) = Ó fuero de 
Ou) es decir, la (2) EC” (9). Además, para todo 2 E R,/0< 


e Sh 1V6 |< 010 con la constante C>0 no depen 
ente de $, 
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En vista do (15) tenemos. 

LT ÓS 

<( fold 50 Maocoy +01 Wo 1 (180 +14 Viola 

A A NS 
(serlo) Srs 

Las funciones fro (2) Gao (2) pertenecen a C(Z) y 
SS A 
Hnos — Ima lino < (14 Cp e. 
on consgaliat, la tamal 4 0) € MÍ' (Q). El tooreraa queda demos- 





Se Sobre la compacidad de conjuntos. 
a e Ue aio isa E LE at 0): 
Sea el conjunto «f acotado en 41 (Q), es decir, para “odo JE 
Ek ss tiene 
llmo<C. o) 


Supongamos al principlo que «4 < AÍ% (Q). Prolomguemos todas 
ns Tatcs de Dusan de O. Ba dl ca quí ms sonora 


las prolongaciones obiealdas pertonecón a HÍ% (Q), cualquiera que 
soa ol dominio Q' > 


0 
hh función; media la funciór ES 
rail a id 14 A AS 
Ih=1lko<E $ def lie +o—10rds 1) 

mien 
Para la función /(+)€C*(Q), también prolongada por coro fuera 


1 

«o (Q), se realiza la igualdad /(2+2)=/(9)= [a 
ñ 

- Jrortesiraa, cualquiera que ses el vector z. Por lo tanto, 


+9 1PStr Iv (5410 Pde 


y, por lo tanto, 
Vl/t+2—169Pa<l=*1/ loco o) 
E 
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La desigualdad (15) es tambión válida para cualquier función 
15, de lo que podemos convencernos pasando al Ha 
Do (17) y (48) se desprendo que 


I—1MoSCe lo ¿ de< Cue, 


donde la constanto C, no dependo, en virtud do (16), vi do Ji do /. 

Sí, ahora, mostramos que para todo h > 0 fizado el conjunto sf y, 
compuesto de funciones medias /, (z) de Lodas las funciones f (2) € 
€ sl, es compacto en € (Q) (y, con mayor razón, en La (0). la afir- 
mación del teorema fluirá del corolario al teorema 2, p. 7, $3, 


cap, HL 
lnd d) del núeloo do mediación (vónso 














Do acuerdo con la 
cap. 1, Introducción) 


IAE | Edi ho Inem 





y 





A 


on uno constante que no depends de /, en virtud de (10). La aplica- 
ción del toorema do Arzolá demuestra que el conjunto (/a (9) 2 
= 413) 08 compacto en C (O. 

Sea, ahora, * = 1% (Q). Designemos por sk” un conjunto de 


funciones F (£) de HI! (Q” obtenidas como resultado do una prolon- 
ación, segín el teorema , p. 2, $ 4, de las funciones / (2) de Y a 
cierto dominio Q”. Q <Q. Ya que 1£ llos <coost 1 ln 
(con una constanto quo no depende de /), el conjunto «4' es aculado 


*) Ses un conjunto MN de funciones continuas en 7 equiacotado: 
mos Bed pg E const para 20do y EY, y para Conlquier € >> 
8 mx De) >0, tal que con cuslesquiera z', 2" de Y tales que Ja 1%] <6 
verdad pte ti Ó urar tdo y 63 an mues o 9 a 
guicontinuidad de y so Jospreade do la equiacolación de las derivadas) 
Nostromos que el conjunto 

Ten) una Sucesión 
tomemos sn 9 
a cualquier x € Zextata wn pamto de esto conjunto 
Al mom que 6 (65). Extrayamos de la scenin (s 
Y que sea convorgante en cada punto del conjanto (c4 Ji entonces, Y ay — 
e <3-2 emando kh, l > Ni. Extrayamos de (£1) una suliucnión 
las) ud sen convergonte en cada punto del esmjunto (23), ste. De esto modo, 
para cualquier tecemos una sucesión (Sam ) que posee la propiodad: E gay" 
6 cg, < IZ cuando hn. La > Na. Ex obvio que una sucesión dingonal 

Umm) 5 Fundamental en C (dh. 












































2 
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en A (Q'). El mismo es compacto en L, (Q'), según lo demostrado, 

Esto quiero decir que el conjunto «f es compacto en Ly (Q). El teore- 

ma queda demostrado. 

ig de oepacióa del coat de tas do as fomes de 
0): 

Teonema 4, Sí un conjunto de funciones es acotado en H' (0), el 
conjunto de sus trazos en la superficie (n — A)-dimensional Y E Ú de 
la clase C* es compacto en La (1). 

Sea ol un conjunto scolado en H!(Q) y of, un conjunto de 
traxas en Y de las funciones de ef, Designemos por ef” un conjunto, 
acotado en JM (07, compuesto de las prolongaciones en Q' 5 0 de 
Jas funciones de sd (reorema 4, p. 2. $ 4,90. €C%. 

Sea Ts un trozo de la superficie F que so proyecta univocamento 
+0 el dominio D del plano fz, == 0) y sea xa = q (2), 7 ED, la 
ecuación do Ta, 9 (2) EC*(D). Existo tal 8> 0 que el dominio 
Das (1 EDI (2) < 5, < 0 (2) + 28) portenoco a O. 

Para toda función /(x) E C* (0) y para cualesquiera puntos x= 
m (a, 15) Elo y (2, Ya) Eu tenemos: 

% 


TN 








De asta ecuación se deduce que 
rar mps] [Lia 
Integremos la última desigualdad aa a ya€(S, 20): 
aora]. moras] [lapa 


y, dospués, la desigunldod obtenida la integramos por_x eu la 
auperficie Ta (es decir, la multiplicamos por VÍFYL-+ =P o 
e integramos en D): 
aj Pas <coma(2 [1/pá=+48 |vtpaz). 
Puesto que podemos dividir la superficio ' en un número finito 


de trozos y para cada uno de éstos es válida la desigualdad qu 
bamos de obtener, sumando estas desigualdades, tenemos 


Mb Mco + Ci leer 
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donde las constantes C; y C; no dependen ni de f ni de 6. Del modo 
habitual, nos convoncemos de que esta desigualdad es válida no sólo 
para toda función f E C* (() sino para cualquier función de A! (0. 

En virtud de la observación al teorema sobre la prolongación de 
una función (véase p. 2, $ 4), de la última desigualdad tenemos otra 
desigualdad 





WS Ho +81 Meco (19) 


quo os válida para toda / € 48 (0). 

De acuerdo con ol teorema 3 (del párrafo anterior) el conjunto, ef 
es compacto en L, (0). Por eso, de cualquier sucesión infinita de 
elementos del conjunto «A se puede extraer una subsucesión f, 
p=1,2, ...., fundamental en La (Q): para todo e > 0 existo tal Y 
que para todo p>N y q > NS) — fa llaycos < e. Poro on esto 
gaso la sucesión de trazas fp le; p=4, 2... es fundamental en 
L, (S), dado que para p, N de la desigualdad (19), escrita para 
Me han y dodo desigualand (16) tendremos 


MIME HC 1) fa Mio CHACAO Cata 


kiompre que tomamos 6 == e. El teorema está demostrado. 

6. Normalizaciones cquivalentes de los espacios 271 Pa. 
Supongamos que en un dominio Q, 90 EC eel deal oa mato 
simétrica real P (2) == (py (2)), d, $=4, . + m, que es continua 
en Ú, Esto significa que las fonciones de valores reoles py (2) € 
ECO) y pu Pin ba J= 3, .. n. Supongamos, además, que eu 
Q está dada wn función real 9(5) EC (Q), y en 30, una función 
ren] 7 (2) EC (00), 

Defínamos en /2* (Q) vna forma bilineal hermitiana (p. 4, $ 2, 
cap. 1) 

















wWo=5 S mul 





q de $ afded 1 rígas (20) 
é 


(on la última, integra), por supuesto, f =f lr, g = g log). 
TEONEMA 5. Sí una matriz P (x) está positivamente definida, es 
decir, sí para cualquier vector completo E == (Ey. . . .. En) y para todo 
00 
RS e 
con la constante y > 0, las funciones q (x) >0 en Ú, r (2) > en 
¿Qy (0) q(2) »p- 0, o bien r (2)5%: 0, entonces, la forma bilineal (20) 
se 
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deline en H1* (Q) un producto escalar equivalente al producto escalar de 


la forma 


0, go) (WIVE+ ID dz. ea 
4 


Según la delinición (véase p. 4, $ 2, cap. 11), para demostrar el 
teorema so debo establecer la existencia de dos constantes C, >0 
y Ca >0 tales que las desigualdades 

WI SCA eo MilLECW O, N (23) 
tengan lugar para todo / € 2M (O). 

Índiquemos, anto todo, que por Jas condiciones del teoroma, cada 
uno de los tros sumandos en la expresión para 1 (/, ) (on (20) y == 
== os o negativo, 

"esto que 


j Y PuteJyds<a $ ATADOS 
re) ce 
san f 1V/P4=< Antec 


ondo A, max Pulg 
Jurra<a M/M AN/ Moo 


donde Aj=/[q llei, y, conformo a la desigualdad (2) del punto 1 
SUTI<A 1 M<en locos 


donde Ay = pr lcwsoy entonces la primera do las dosigualdados (23) 
a a 

Denosisonos la validez da gunda desigualdad en (29). So. 
pongamos, al contrario, que la constante necesaria C; no existo. En- 
Tonos, para todo mos salero exite una función a) EMO) 
tal que Dl a na) 
fune Ed 








lo que es lo mismo, existe una 





inción Ga (2) EH (0) (8 = /m/1l fm lsrno) para cual 
Membre =1 en 
+ . 
Wim) = | Y Pta Emo, d+ 


a 


+Jolzarae+ [risaP ds < tim. 
a 
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De osta desigualdad se desprende que cada uno de los tres su 
mandos en Y Gro fu), 8 menor quo dm ys por lo tanto (omplos- 
remos la desigualdrd (21)) tienen lugar las desigualdades 


[Ivenpes<= E (5) 


A 





En vista de (24), la sucesión ga, m==4, 2, . .., es acotado en 
4% (0) y por ello (teorema 3, p. 4) 56 puedo extraer do ésta una £ub- 
sucosíón fundamental en L,(Q). Sin mencscaber la generalidad de 
tazonamiento, vamos a considerar que la propia sucesión gm, Mu == 
as Tomdaiontal 0 Ly (0) es dei, Un — Eo logia 
—+ 0 cuando m, p 00. 

Como, en virtud de la primera de las desigualdades (25), 


A IS 
<lign— rua +21 Von Mao +211V4 lua < 
leerlo +A 


entonces ll £m— Er Unuo.=> 0 cenando m, p=» eo, es decir, la 
sucesión gm, med, 2... es también fundamental en /00(0). 
Por ollo, esta sucesión converge en la norma de 17* (Q) hacia cierto 
elemento g € H* (Q). Pasando cn la igualdad (24) y desigualdades 
(25) al Jímite para m -» 00, obtendremos los siguientes correlacionos: 


0) Nello. 
» Í [VE ¡dz =0, 


po] Srieras=o, 
a) [rigras=0. 
e 














De los igueldades b) y a) fluye que g = const = UVTO] on 
Q y £ lo9= UV TO len 00. Pero, esto contradico, si y (2) 2 U, n la 
igualdad e) o bien, st r (2) 240, a la igualdad d). El teorema queda 
demostrado, 

Sen P (2) = p (2) E, doudo E es una matriz unitaria. Del teoro- 
mo 5 se desprende: 

conoramo, La forma bilineal 


WU al vr +alo d+ | raras, 
¿ 2 
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donde p (3) EC (0), q (2) EC (0), r (2) EC (90), p (2) >const >0, 
E AA, 
sá 0 en 00, define en II*(Q) un producto escalar equivalente al 
expresado por 

EP O es una: matriz positivamente definida y la 
Tunción q (3) >0 en Q, la forma bilineal hermitiana 


Wdh aj z Puladayte+ | afids 
ES 


define en O" (Q) un producto escalar equivalente al producto escalar (22). 
Como ¿ft (0) = I1* (Q), del teorema 5 so deduce que en Í£ (0) 
se puedo introducir un producto escalar equivalente al producio 
escalar (22), por medio de la forma bilineal (20) para r (2) == 4 0n 


e: vescentes a (Q 
20 yq()>00 0. TA ón a ds 


los valoros do las formas 
queda demostrado, 
Sea P (2) = p (2) £. Del tooromo 6 se desprende 
conoramo, La forma bilineal 












"4d Í (VIVE + 9/3) dz, 
donde p(2) EC (0), q (2) EC (0), p (2) >const >0, 9 (1) >0 en 
qua 1% (Q) un producto escalar equivalente al producto esca» 
En particular, el producto escalar 
Ue 'bo”j VIVE de 
ivalente al producto escalar 

De Bota última Asael o re directamente la desigualdad de 
Steklov 

UMa<cons IV/Pdz 


que os válida para cualquier función f € 41! (Q). 


$ 6. Propiedades de las funciones 

de H*(Q) 
Ba st ámato suenos a tocó at lr sp 
H% (0) y C* (0), Mostraremos que si una función pertenece al 
A 
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cio C* (0) (es decir, puedo cambiarse en un conjunto de medida nula 
de tol manera que sea continua en Q, junto con todas las derivadas 
hasta Lósimo orden). 

Para obtener esto resultado necesitaremos representar una función, 
suticiontemente suave en Q, mediante una integral en ( respecto a 
ciertas combinaciones de las derivadas de la función. 

1. Representación de las funciones mediante integrales, 

TEOREMA 5. Supongamos que una función /()€C*(Q) y la 
dimensión del espacio n >2. En este caso, para todo punto z € Q 
tieno lugar la igualdad 


1o-[UE-0a0ar 








+ (02 AD 0D) a, (0 
a 
donde. 
s 

A pe n>2 
v-( A o) 

37 para nl, 
pa aL e o el área de la superfiele de una esfera unitaria 





Za función U(z—E) (que Meva el nombro de solución funda- 

mouital para ol operador de Laplaco), siondo función de E, satisfaco, 

pora ie, la gualdad 00 Gx) Lt. + E) UG, 

lo que so pone de manifiesto modiante la derivación inmediata. 
Fijomos un punto arbitrario = € Q y escojamos € > Ú lan 

ño que la bola ((E—=!<ej-0Q. En el dominio Q.= 

= 0 (17—El <e) pora la función U (E — =) (quo so toma por 


+) La igualdad (1) se restiza tambi en el caso unidimensional (Q= (a, 9). 


A una idnidad Bicilzento comprobable (99 $ 121 O a+ Eo 





KUO HO —Í ar SHO Oh 6 lo pod da la forma (0) 


al Ineodade la fon UGD Í1s—EL No obeta, 10 micas 
Se 19 a noel a. 


18 
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una función de la variable E) y para una fonción arbitraria / ($) € 
€C* (0) tione lugar la fórmula de Green (véaso p. 2, $ 4). 





[vov—ye (rra 22- 
. % 


A O 


LEA) 


Dado que eu la estra [82] =0, ¿ie 2, entonces, 
q gozundo sumando del segundo miembre on (3) eno (pora 11>2) 
forma 


A] Pe [más 


ru Mine 
Hdi Sms 
" 





>” j ds (a+ 0 A) 
ñ 


tire 


dido que el dro de la cxora [E—x|—» es agual a 070, y pora 
1521 e tenemos 1911) 040) y [LE |< const. 

A A A 
ra £ => 0. del primor miembro on Ja igualdad (3) es ¿gual a la into: 
bal sn do la mción UR AS, Pasando (9) al limito 
para 22 0, y vulióndomus de (4). obtomcemos la igualdad (1) para 
> 2, Para n= 2 la demostración es gun ¡ón de que el 
segundo sumando del segundo miembro en (3), a diferencia de (4), 
es igual a £(2) + O(eln 1). El teorema está domustrado. 

2. Continuidad y diferenciabilidad continua de funciones de 41% (4). 
En ol teorema 4 del párrafo anterior hemos obtenido la expresión 
Para una función ortraia € Ó* (G) en términos de Ja integral do 
las segundos derivadas de esta función por el dominio Q. Cuando la 
función es más suave, [EC*(Q), k>2, a la qu oa, (1) ésta puedo 
oxpresarso también en términos de las derivadas de k-ésimo orden. 
Para obtener estas expresiones, necesitaremos la siguiente sencilla 
afirmación. 
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tema 4. Sea n >> 3. Entonces, para todo y (real) la función 


HG rr m2 





49] (ajefln—2) para p=—2, 
a 


satisface la ecuación Au, = | x 11, cualquiera que sea zx € Ry 2 9 0. 
Kecurriendo a cálenlos inmediatos, podemos convencernos de que: 
el lema enunciado es válido. 
Sea la función / €C* (0). En virtud de la fórmula (1), para z € Q' 
tenemos 





1) UGD B A 


Ev porticular, para 7 == 2 





Ha, [Yo mi-t1a, or 

para 13 
Le (6 

para 1 >3 
10 | m 


Seu m=4. y la función f(2)6C*(0). Emplesndo la igualdad: 
PF. (loma 1) e integrando por partos, ablene- 


mos de (7): 
1) ¿2 1-00] Hldh= E | AI 0 Venta E12. (8) 
a mw 


Si 





=5, de (7) y de la igualdad [z— EJ? —¿ Ver Egy Oema 1) 
obtondremos paro la función /() 6 6*(G) la expresión: 


a! 10m ÍA 





1 





í VOY (o 
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Ip oi cuoustvamente. des 1() €C*(d), p >2. Entonces, de las 
Sgualdad 


HA 


tr. 


ne son válidas para n >>49 —3 y que so desprenden del loma A, 
sen virtud de (7), tenemc 


Hori | E de para m=áp—=2 (10) 


a pura nmáp— 4, (10) 


«donde Ci y Ci son ciertas constantes absolutas. Puesto quo 
a>5p-1, p>2 


il) Y 
20188 (r=pmrr)+ 





pora ¡ECYA(Q), p>2, de (1) resulta 
12) =Ci | VIS"/(0 Va (fp) 8 poro 149 (104) 
y 


Aé [vero Va (7 Epo7) 8 para m=6p-+4 (10.pu) 
donde C¡ y Ci pa rra 

RES e ms ass 
MSc | PR pu 92, 22h, (opa 


Uni<Caa | ARA me dp, 03%: (pa) 
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para toda fEC> (0, id ls REI 
Unico [+ LE para 69, p>L (Mi) 


MI<Con | Ea para =p, Pd, (Mapa) 


para toda Y € C19=* (Q), siendo Cy constantes al 
dodo ss Pd cn 
lo 


11 (Jra)” [la P2)*<cifto. n=2, 


de (Mapa) 


Doc Jrerray” ([mt)"< 


<Cllnoos n=6P=2>2, 
y, Análogamonto, de (14).) (Lupe) 
WISE Hara ATAR, 
ISC Ulea nmáp >, 
HENSC A larreoo APRA, 


donde la constanto C, dopendo de n y del dominio Q. 
Así pues, la desiguoldad 


SA a» 
o 








SI 
cumplo para tados Jas (5 ) al, con una constanto 
o no depende AA 
gano 43 manifaco 'nmodiatamento, el cusiguler función /(5)€ 


€ Ca, BI) la representamos en la forma 
1-5) mt—91 DE. 


A 








a) 
Si la función ¿Ed cierto 120, a la par con (12 
ls, BA 


SAA as 
lo 
en la cual la constante C; >0 no dependo de f. 
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En efccto, para todo vector a = (y. -. ., 4) de coordenadas 
suteras no negativas, | |< Í, en virtud de (12) tenemos 


PNC a, 
lo 


<Ci <Ct 


o, AN 
Sumando estas desigualdades respecto a todo a, Ja | <?, obten- 
remos la desigualdad (13). 18 


Ses, añora, ¡ed M9 y se fala) met 
es de ETE que convorgo en la norma 
(0) hacia f. En virtud de (13) 


Vn—hlegSCMa=hll 2 +0 


IN 


vna 





sucesión de fu 
15) 





do 17 


Para m, s=rc, es decir, la sucesión fu, med, 2, ..., rosulta 
sor fundumental en la norma de CU(Z). Esto significa que la 
función Mmite f pertenece a 5 Pasando en la desigualdad 
Wnll CH ll lo paca m= o, Llegamos a la 


conclusión de que. pa co (13) es válida para cualquier 
IAN 

Son una tuación [CA LEI (O). Tomamon arbitrariamente vo 
subdominio (EQ y construyamos una función E(2)€C”(Z) que 
vn (sos igual 1. La función 1364"), por ven porto 


moco a C1(9) y, consecuentemente, la función porten El (0). 
Por ser Q* arbitrario, la función f pertenece a C'((). De asto 
modo queda demostrada la afirmación siguionto. 

+1 


TEOREMA 5. Cualquier función a rl Mie 
nece al espacio co es decir, Mr eco. É 
Ses, añora, ¡61 "*EEL o). Supongamos que 203 CE, 


Entonces, en virtud dol teorema sobre la prolongación para un 
dominio (cualquiera) (, 30, existo una función F, pertene- 


(0) perte- 


FT ESPACIOS 00 y Cn, a y a ña 


+EE (gr), que en Q coincido con f, con la particu- 
A py, SOM pay, dondo da cons 

ate COEL 
anto C* no depende de /- La función FEC*(0) y para olla tieno 
Jagar la desigualdad Ple SNE, 5. Cesigualdad (13) 


le» 
para la función F en el dominio ('). Por lo tanto, fEC'(0) y se 
cumple la desigualdad 
PS IA 
CALAS 
De oste modo queda demostrada la siguiento afirmación. 


ciente a 7 
Joridad 








ruonena 3. Sí es que 900" LEÍ, entonces HU 


CU. En este caso para tada función JH” VEN) tene 
lugar la desigualdad (13) en la cual la constante C>0 no depende de f. 


$ 7. Espacios C% y Cv 
Espacios H'+ y H, 

Hasta ahora examinábamos espacios funcionales (C*, 11%, k 
«7.0 di  :-) compuestos de aniones cuyas propiodados dieron- 
ciales son iguales con relación a todas las variables indopendivates: 
HH, por ejemplo, consta de todas las funciones, pertenecientes a La, 
euyas derivadas generalizadas hasta el k-ósimo orden inclusivo 
pertenecen a Ly. En la teoría do ecuaciones diforencialos también so 
emplean conjuntos de funciones que tienen diferentes propiedades 
diferenciales respecto a diferentes variables. En particular, en ol 
eapítulo sexto dedicado a las sevaciones parabólicas serán emplead: 
102 espacios de fonciones que vamos a introducir a continuación. 

Sea D un dominio acotado del espacio Ma (x= (25, +... 2) 08 
am punto en Ze) y sea Or = (2ED, 0<1<T7) ui ciliadro de 
altura 7>0 cn el espacio Maa, = Ra X (09 <1< 00). 

4. Espacios de Banach C7.* (Qy) y C%*(07). Dosiguemos con 
(Be). donde r>1 es un número entero. wn conjunta de todas 
las funciones f(x, ) continuas en Tp y que admiten derivadas 

2 2SeL continuas on y, para cualesquiera (enteros y no 
negativos) By, 0, a; M4 Pro 

Designemos con C***(Qy), donde s>1 es un número entero. 
un conjunto de todas las funciones f(z, £) continuas en Qr y que 


A ES Y A 
admiten derivadas a ar+ Continuas en Des para cunles- 































mm CAP IL ESPACIOS FUNCIONALES 


quiera (enteros y no negativos) dp ++ Gas Po 014 Hand 
+A 

Por C1.* (Qs) para r =0 y por C%»*(Q;) para $ =0, vamos a 
entender un espacio C*.* (9y) = C (Qr). 

Está claro que el conjunto C+*(Q7), r >0, os un ospacio do 
Banach cuya norma es 











- [PEA 
Mera OS |: 
y el conjunto C%w+ (7), s >0, es un espacio de Banach con la norma 


Y 





Ulea Dax 

cto tensas dy 

2. Espacios de Milkert HH" *(Qy) y H'"*(Q)). Dosiguemos 
con 11%*(Q,), dondo r>1 es un número entero. un conjunto de 
todas las funciones J(2. 0), pertenecientes a La(Qr), cuyas deri= 


vados generalizadas LL, pora odo po 0001 ay 044 








+4, Er (ontero Ep mo nogal piro) existen y portenecen a Ls ((r)» 
Designemos con H***(Q,), donde s>=1 es un número entero, un 
conjunto de todos las funciones AE Pertenecientes a La(Qr)» 


cuyas derivados generalizadas + para todo 64, 
B (entero y no negativo) tales que a/++-. +A + PE 

<2 existon y pertenecen a Lo(0r). E e 

Por Hrs ra por H** (Q;) para 3 == 0, vamos a 
cotomder el radio “HO, PEI 

Indiquemos al princi; en las siguientes propiedades de los con- 
Juntas 1.0 (0_) y es (Op) que se deducen Inmediatamente de las 
definiciones. 

4. Un conjunto Hr-*(Qy), r > 0, es un espacio de Hilbert con el 
producto escalar 

















O 





Uta A A 


mientras que el conjunto H%* (Q+), $ >0, es un espacio do Hil- 
bert con el producto escalar 
aude 


O] HA 


apra AAN 





$T ESDACIOS CU y cta, gr y a us 


2. Cualesquiera que sean r y 5, OSr<2 H""0)= 
=H*(Qr) =H-*(09). 
3. Si f(x, )€H"*(Q9), pora 


aiii 
ata gn (0. 

















+4,+252, dondo 


4. Si 1 0cH% "(0 ), pora ah 
(00)- 


o 


A ES ps 
156 la función E E 
funciones de los espacios 217.8 (Or) 








Mostremos ahora que li 





1000 (0, ¡do suficientemente suave el contorno 9D del domi- 
slo D, pueden se prolongadas, conservando la suavidad. a los domi- 
los más a 


ymplios que Qr. Para precisar, establezcamos la validez 
do la afirmación siguient 

5, Son D' un domi bitrario de R, tal que D ED”, y sean. 
1 y 1! números arbitrarios que satisfacen las desigualdade <0, 
14:> 7. Designemos por Qí», y el cilindro (2 € D', £<1<0). Si 
ICO, rd, pues! cualquier función / E Hr"(Qp), existe ima 
prolongución F € H17»* (Qí>. u) que es terminal on Qís, 1, y, Además, 
fono logar la desigualdad 


WE Nuri, CU Marto w 
en la cual lo coustante positiva C no depende de la función f. Si 
DEC” > it a cualquier función f € H** (Qy) existo una 


prolongación F € HP» (Qí,, ) que es terminal en Qa, lemás, 
Mene logar la desigualdad: 


UE gar oy ¿CM Mar o o a 


ositiva Cno depende de. 
Piscada F de le función / de 40 

















dono la constant 
longación (Qs), o do 
(5), se construye en dos etapas: primero so halla la prolonga- 
<ión Es de Ja función Y por la superficie latoral del cilindro Qr a un 
cilindro más amplio O; == (2 €D”, 0<1-<7) y de la misma oltu- 
Yu T; luego, la función E, se prol 
1 1r) y por la inferior (x 6D”, 
Para construir la función E, em 
at prolonga los funciones de 19 () 
so, además, de la prolongación, constralda en él y. 2, 
funciones desde un poralclepípedo rectángul: 
Designemos por M,, y, a >Ú, un paralol 
Ma i<a i=1,.. mO<t<T) y por 











ga por a hase superior (2 € D”, 
2 Bda Slinaro O. 160 
¡earemos el mismo esquema que 
a D' (véase y, 2, 5,4), Hogamos 
de las 


























pedo. rectángulo 
Es y Mo, o los 
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>paralelepípedos rectángulos ([x,[<a, E=l. m4, 0< 
<m<a 0St<T) y (Imi<a i=1 1 Las 
<z. <0, 0 <t<T), respoctivamente, Sea la función ¿(z, 0) € 
EC lila, y) para cierto £ >1. La prolongación Z (2, £) de la fun- 
ción 3 (2, 1) cu el paralelepípedo Ma, y se define en el paralolopípedo 
1, y de la manera siguiente: 

















Zíx.1)= Y) Aa (r. 22,4), 15) 
= 





dondo Y (2, + 
ma algebraico linoal 
me 


Da 
Al demostrar el lema 1 p. 2, $ 4, homos establecido que Z (x, 9) € 


cm. cual AA A ES 
A SSA 


Pr PEN 
| l..=] lio 
donde la constante C > 0 no depende de a. Por ello, para todo r < k 

MZ bars, yy CNE baron, 0) 
y para todo s, 2<k 


In-1) Y Ayo - « =« Ansa 5 la solución dol siste» 








Mya hs 
























Vi luom, CN El, o 
donde la constante positiva C no depende de 2. 
Puesto que en «lespacio JR (HE) y en el espacio H2% (12) 


sal conjunto C” (MI;.x) y, consocuentemente, el conjunto C* TÍ, 
<on siempre densos para todo k >r o para Lodo le >2s, respoctiva- 
“mente (esta afirmación so demuestra como la afirmación análoga pa: 
a ol espacio HI (D), vénse la propiedad 6 p. 1, $ 4), entonces, en 
jirtud de que los confutos mencionados son completos, de o dicho 
su, dosprondo que también para cualquier anción 7. portenaiento 
HS (Mia) 0 a Hiw(Mip), existe la prolongación Z a May, 
perteneciente a HS (Ma) 0, respectivamente, a 3 (Ma), 
con la particularidad do que la función Z se defino en Uzz por la 
fórmula 3 y se cumplo la desigualdad (3) o la (5), ivamento, 
Reiterando textualmente los razonamientos aplicados al demostrar ol 
teorema 1 (p. 2, $ 4). obtendremos una función E, (z, 1) que es 

Jongación de la función f(x, £) en el cilindro Q;, con la partio 





» 

















LI PAcIOS CO y sa 0 y aa m 

dad. de que si f € H"* (Qy), entonces F, € Hr ( tendrá hi 

dad. de que al / EM (Op), entonces Fa EH"3 (06) y gar 
ATA 


jontras quo si $ € H3%*(Q,), entonces F, € His ab meb: 
Tola acigualdas ind 


Falo, 5, Ca 





em 


(las constantes positivas C, y C; en estas desigualdades no dependen 
do po Además, la función £2=0 on OI Gp dondo Opa (2 E 
ED'¿0<t<T), y D' es un dominio en An tal que D a D' € D”. 

Construyamos ahora la prolongación F que necesitamos de la 
función f en el cilindro Qs, 

En so cuando f € HH. título de FP tomemos una fun= 
ción igual a F, en Q7 y que es nula cn Qp,a / 05. Es ovidento quo la 
función F pertenece a H70 (Oj, a) y es terminal on Q;»,.: en esto 
caso tione lugar la desigualdad (1). 

Cuando la función FE H1%*(0,). da ¡ón F en el cilindro 
O;», la dofiniremos por la ecuación P=E(t) Fa(z. 1). en la que 
SECT (o. +00), EU) =1 para 1€(0, 7), E(9=0 porn 1> 
> LL y para 1<- 7; om cuanto a la función Fa(z, 1), olla 

«. 
igual a Fs(z, 0) on O. igual a AF (2, E) on (2ED", 

















P<I<0) e igual a Y AiFr(=, 7 





E) 0m (een, 

T<E<0), dondo AÍv..; Ajos es la solución del sisioma algo- 

jones Sai (E mt. pm 
a 








+++, mientras 





Ue As +++» 441 es la solución del sistema Y) A7(— Lp), 





s. Es evidente que la función FE2*" (Qí,n) os tormi- 
lo, y tiene lugar la desigualdad (2). 

De la propiedad 5, en virtud del lema 1 p. 2, $ 3, obtenemos 
mediatamente la validez de la afirmación siguiente (véase en el 








p- 3, $ 4 la afirmación correspondiente para cl espacio 1” 
6, Si el contorno 9D E €”, r >1, el conjunto C” (Gy) es siempre 
denso en H *-* (9). Cuando 9D € C*, $ >1, el conjunto C” (Op) es 





siempre denso en Hs (Q7). 
tamos 
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1. Seo /(2, 1) € HI-*(Q4) y Sea $ una superficie (a — 1)-dimon- 
sional de claso C* perteneciente a D); en particular, $ puedo coincidir 
con el contorno ID del dominio D. 

'Designemos con Py, la superticio cilíndrica (2 € 5,0<t< T) 
la superficio lateral Top r = (7 € 9D, 0<t<T) del cilindro 
Ga le designaromos con E. 

De acuerdo con la propiedad 6 (0D € C*), existo una sucesión 
fm k=14,2. do funciones de C* (0) tal que lim Ph 
— lui, 70. Yo que los fonciones fala, De k, - 
siendo funciones de x, a C* (D) para todo £ € 10, Tu tio 
Mon lugar, para todo 1E lO, 1), los desigunidndes 

MMS ha endo 
ue €, siendo constante positiva, deponde sólo del dominio D 
de la superficio S (véase la desigualdad (3) p. 1, $ 5). Integrando 
db) respecto de 1 €(0, 7), obtendremos las destgusliados 
Nh hellara PSC NA gps htm Do. 


Puesto que la sucesión Ja k=1, 2... 08 fundamental on 
(Qe) de ls limas desigaldads Huye que en la soporto 
ucosión de valores de ostas funciones /h ka, per, ya ka 
vlamental en Lx (Ps. y). Por consiguiente, existo 
1) hacia” la cual converge en La(Ps.7) 
la sucesión Jabra qe kntds +=. con la particularidad (lo que 
50 comprueba con facilidad relterando los razonamientos correspon- 
des del p.1, $ 5) de que la función fr, , 00 dopendo do cómo so 
lija la sucesión Ja. ko=l, 2, ..., que aproxima la función /. 
Es natural lomar la función fr, trazo de la función / (de 
m.. Eo: on la superficie cilíndrica Fs.y y designacla con el sí 



























rodas 'ón el p. 1, $ 5, nos convencemos sin dificultad de que 
Uf ear, p<CNNnsoo 


(aquí, UfUzary, p=1/ Iry, y liar, y) dondo C>0 no depende de /. 

Indiguemos que si a es wn conjunto acotado arbitrario de funcio 
mes de Als *(0,), el conjonto ak” de las trazas de estos foncionas en 
Ts.y será, n causa de la última desigualdad, acotado en Ly (Ts.r) 
PUES, € diera el eno roles El mp (GN), Bo de es 
Fue. 

El concepto de traza introducido permite extender a las funciones. 
de H'.%(Q7) la fórmula de integración por partes. A saber, para 
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cualesquiera dos funciones / y g de H%. * (O) tiene Jugar la fórmula 
de integración por partes (fórmula de Ostrogradski) 


Í 18 dd ends di 5 Ts, dzdt, 


ondo n, es la fésima coordenada do un vector (unitario) n-dimen- 
sional de la normal exterior a la superficio 0D, ¿=1, 2, -... A, 
y las funciones /, g que se encuentran bojo el signo do la intogral, 
extendida por la superficio lateral F' del cilindro Oy, son trazas de 
lbs fanciones / y g en Ty. La domostración de esta fórmula se obtieno 
con facilidad (compárese con ol p. 2, $ 5), aproximando en AI". *(Q7) 
las fonciones f y g por las funciones de C* (Oy). 

Cuando /€ A+" (Qy), rz=1, cualquier derivada de esta función 
respocto a Zas »-., Za de orden inferior a r tiene vna traza sobro 
la superficie lateral Ty del cilindro Qr. Cuando /EH%*(0p), 
231, lleno traza en la superficie lateral Py del cilindro Op 
cualquier derivada HF para d+. +U +2, 




















$ 8. Ejemplos de operadores 
en espacios funeionale. 


:radores integrales. Ecuación integral de Fredholm. Sea Q 
wn dominio acotado del espacio n-dí jonal A,. Examinemos en 
QX Q wa función mediblo K (z, y). Sea la función / (y) tal que 
pora casí todo € OK (a 1) 1.0) € la (0) (por ejemplo, (= 0) 
A dodo $1) de eto io la pondremos e correspondencia una fan: 
ción 





.0=| Ke 1 (dy. 0) 


Esta representación orde senadores como operador (lineal, 
evidentemente) que actúa do L, (Q) eu £, (Q), de L4 (0) en La (0), 
de C(Ó) en C(O), ete. La función K (z, y) se denomina mcleo 
esto operador, El operador en cuestión puede ser definido, por 
puesto, no en todo el espacio, por ejemplo, para un operador que actí 
de C (O) en C (Ó) el papel de campo de definición lo desempeña un 
conjunto de aquellas funciones de C (7) para las cuales g (2) € C (7). 
No obstante, es facil ver que si ol múeleo K (z, y) EC (O X O), el 
operador está definido siempre (on La (0), en La (0), en € (0) y es 
acotado: 








10 
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Vamos a considerar el operador con el múcloo K (x, y) = 
= Ko (2,y)1=— y [donde K, (Y) EC(OX O, y0<a<m 
y definido por la fórmula (1), como un operador que actúa de C (0) 
en € (Q) y como wn oporador que actún de L, (Q) en La (Q),designán- 
dolo en ambos cases con K: 


£=Kh. 0) 

El operador K so llama operador integral de Fredholm. De ncuerdo 

con los resultados del p. 12, $ , cap. Jl, para toda función / € € (0) 

la función g € C (0). Esto significa que el operador K, qu actúa 
de C (0) en C (0), ostá definido en todo C ( 

Puesto que las fonciones f ¡K(x, Dldy y Ml |K(z, y) [dz son 
continuos en 7. ellas son acotadas, es decir. 


Am Kiz, y)ldz, Kiz, se 
az (e $ 0) EAN (Did) <e (0 
Como para todo punto x € Q tiene lugar 

la(2) [<U/le | |Kt2. 9 ldv< AN og 


entonces | lazy <A MI Mog> Quiero: decir, ol operador K, 
quo actúa de C (0) en C (O), es acotado y 1 K | <A. 


Seo 1 (2) € La(Q). Puesto que las funciones Une [156 pies 








y pue 1)ldz pertonecon a Lx(Q) (a última pertenece incluso 


a C(Q), entonces, sezún el corolario del toorema de Fubini. 
tancione £(=. L/ÍNE Y KGS Y porenean a, (0x0). 
lo tanto, al espocio L.(0x.0) pertenece también lo función 


K(a 4) (0), ya que 1£(s y 11 lE aL LE DUO, 
En este caso, de acuerdo con el teorema de Fubini, las funciones 
£(3=[ K( 0/0d | IK( 9d y [IX 1/0 rd 
pertenecen a Lx (0). Para Gasi todo xE0 tenemos la desigunidad 
IetarS [IA AS 

e 


<Af [X(a DIR 
4 





3. EJEMPLOS DE OPERADORES 188 


de la cue se deduce que g (1) € La (0). Integrando esta desigualdad 
020 Y aproneciando el frame Publ obtendremos 


E POS 


A fire ([1X6. ld) dy< Alla > 





De esto modo, el operador K; que sctún de La(0)enLa(0) ostá 
definido en todo el Za (0), es acotado y | K ¡<4, 

1esa 1. El operador K que actáa de La (Q) en La (Q) es totale 
Mente continuo, El operador K que actáa de C (0) en C (0) es total- 
mente continuo. 

1, Examínemos primero un operador K que actúa de la (Q) en 
PA o función Ky (z, y) definida para cualquier NW >Ó por la 
¡gua 








Cy) parla y l> No 
tz a parle (<00, 


tonece a € (7X O). Como para un punto arbitrario z € Q tiene 
lugar la desigualdad 


[ue D-Knlz Wldy= 


=$ Mn 











urea 
<»B LB Lo 
A 





dondo B=I|K, 
mnitaria (1—4)-dimensional, entonces respecto a todo £>0 se 
puedo indicar tal Y que 





max | [K (2, Y=Ex(z ld <=. 
rl qe 


Puesto que Ky(z, yJEC(TXO), existo un polinomio P(z, y) 
tal que |P(z, y) —Kx(z, Y)|<-3fgy para todo (x, y)EZxO. 
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Esto significa que 
sax í 1K (2, Y—P (2, 1)1dy<wwx [me YKs (e dy 
0 0 


mes [llos PG, Ml <A p<. 0) 


De monera análoga se establece que 
max fue. 1-P E yld<e. 4) 
3 


El polinomio P(z, y) y la función G(z, y)=K(z, y)—P(z, y) 
Han 22 pL=4É so pueden considerar como núcleos de los 


ofenidicos Dial dl tipo: P0>, Digamos: sali (operados 
con Py 6, respoctivamonte. En esto caso. tendremos la ecuación 
K=P+G, 
(4) y (4), la acotación 
1EN<e. 

Así puos, el operador K está roproseatado como una suma del 
operador G cuya norma €s tan pequeña como se quiera y del opera- 
¿dor P de medida finita (esto último transforma L, (Q) en un conjut 
to de polinomios cuyo grado no es superior al del polinomio P (2, y). 
Por oso, on virtud del teorema 4 p. 9, $ 3, cap. LI, Xos totalmente 
continvo. 

2. Examinemos ahora el operador K que actúa"do € (2) on C (0). 
Ya que K es acotado, cualquier conjunto el, acotado en € (7), 
Gransorma por dl en vn conjunto acotados En vita de os sol 
tados obtenidos en al p. 12, $ 4. cap. II, para todo + > 0 existe tal 


5>0 que a y) —K(2, y ldy< e, siempre que [7 — 
— 2" |<58. Por ello, para ¡11 —1"1<5 

(eS | KK (2. DIE lor 

Resulta pues, que el conjunto 4” de funciones continuas en Y 
as equíacotado y oquicontimno. Por consiguiente, Según el teoroma 
de Arzelá, es compacto. El loma está demostrado. 

La ecuación q = uKq + f, donde y es un parámetro complejo 
y K, un operador integral de Fredholm, es decir, una ecuación 

Pl) í Et e Wd+I (o. 65) 


se lama ecuación integral de Fredholm (do segundo género). 





y, on virtud 
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Consideremos la ecuación (5) en La (0) Y € La (Q) y busquemos 
la solución de q en L, (0). 

"En virtud del loma 1, para la ccvación (5) son válidos los teoro- 
mas de Fredholm (pp. 37, $4, cap. 11). En particular, sí 4 no es el 
número característico del operador K (la cantidad de tales números 
es a lo sumo un conjunto numerable), existe un operador acotado 
(1 — y K)"!, es decir, la ccuación (5) tiene la única solución y € 
O ca rai ES 

Siel núcleo X (z, y) poseo la propiedad de que K(z, y) = K (9,2), 
entonces el operador K que actúa de La (0) en L, (0) es autoconjugado. 

¿En eco, sega ol Kcorema de Pubiat, paca cualesquiera Q y 
* de La 


(KO, ia 
El, j Km DIR] el] DT de) dy 


e! 17) (G RUFO E) dy = (9. Ktiao- 


Por esta razón, para el operador K son válidos los resultados do- 
mostrados en al $5, cap. 1! par, un operador neral sutocanjurado 
%. En particular, todos Jos valores propios y ás 
os característicos del operador son reales y en el espacio La (0) 
de, valores propios do'esto 

2, $ 5, cap. 11). 
2. “diferenciales. Supongamos “que en un dominio 
dimensional Q está definida una función mediablo ucotada a, (2) 
jara. todo vector de números enteras a = (a 
1... m 1a1<k, donde k>1. Un operador 
1, (0) en Lo (6) que le asigna a la función Y una función 


Ena Paro 16) 


'ador lineal diferencial (de La (Q) 00 La (Q)). Vamos 
a considorar que el oporador Y es del orden e, es decir, por lo menos 
"uno de los cooliciontes 2. (1), para | | == k, es distinto do coro (nn 
conjunto en el que da (2) »k 0 no cs conjunto de medida mula 

El operador Y por supuesto, no está definido en todo el 
No obstante, un conjunto de funciones /. para las cuales tion 
tido la expresión (6) (D*/ es una derivada generalizada), contieno 
27% (0). Por ello, 4 (Q) so puedo tomar como campo de Hefinición 
de esto operador. 

Si todas las funciones a. (2), [a | <k, son continuas en Q, la 
fórmula (6) define también el operador lineol de C (0) en C(Q) 
(operador lineal diferencia! que actúa do € (Q) en C (Q). A título de 
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campo de definición del operador Z se puedo tomar, en este caso, 
0. 

¡A caso particular del operador Y, que actúa de L,(Q) en 
La (0) (de pe A iS operador DS, | a | 
== k, quea la función f de. (de )) pone en correspondencia 
su derivada omeralizada (005 eo DI, que actúa de 
La (0) en L, (0), no es acotado, ya que él transforma una sucesión 
fm (2) =etmcu+=.-+%0), mo 8, 2, ..., de funciones de H*(Q), aco- 
tado en L,(0) (H/mlliao == VTO], m=1, 2, ...), en otra sucesión 
gm(2)=(ImpPlemot..+20, mm, 2,.... no acotada on L(0) 
Cl Bm llzasos == mr [7] > 00 cuando m=» 00). 

Do modo análogo se puedo demostrar que también L, k >1, que 
actúa de L, (0) on £, (Q), no es acotado. como tampoco son acolados 
los gprrudons De y Z de C(Q) en C (0). 

El operador %, considorado como un oporador que actúa de 
HQ) en La(0). o do C* (0) en C(Q), será acotado, puesto que 
para toda f € HI (0) (C* (0) 


1% /lliacoy E const]! / pr) CL Merz, const lle 3) 











PROBLEMAS DEL CAPITULO IM. 


1. Una bola s= ([x | <4) del espacio de Bavach llamaremos estrie- 
e EE 
PRI COpae ree : 
¿Será la bola unitaria estrictamente convexa un los espacios € (3), La (Q)» 








1.07 
2, Sen x un punto de oferawnitaria en C (7) La (9). Mállw al conjunto 

o todos os puokos y dela ester uni ¿los coo dor dos puntos dl 

sognenlo as E y 0 Et, ta aser. 


3. Un conjunto CA (() os una variedad lineal en CA (7). Designamos por 
EX (G) la adherencia de esto conjunto según la norma max D) 10% (e)1 2 
pai IS 

«e 0 dd 
4. Mu sl 60 EC, O” (0) será siompro denso en CA (Q). 
Ey nd O magos. ¿Se detras 
ss vna sima directa de «ly «0: 8 2 O Y, 8 cualquier elemento / 
7 Xan A E SN llamo tam L 195 
lama complemento “ortogonal a $" (rospectivimente 


. Represénteso al espacio C% (a, BJ) coro la suma directa del subespacio 
ÉMLe, B) y de algún subespacio 4”. Hálleso la dimensión de .£. 
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6. Un conjnto de funciones de a (0) Iguales a cero (as lepra) a al 
io E esa epa AS 
O a NR AS 
la función Ye 9, ¿Para qué sa lin / € (0), donado el dominio O 
Svinclaalo CD PL pOr 
"ipongunos que" la? sacan Ja lo), y = 1, 2, «> «do funciones de 
207) es dls cavegeto a ¿(0 haci ua unción, yl ción 
A A 
uésvos quel fanción admito la derivado generalizado 
Taglgames que LU aucedn Ja lema da e oy, de fnelonos de 
6% ¡Des oblmenta convento La (9) y las scenes DU, 

















cof acotados en Lo (O; Multi que da pci Js n= de 
"La (0). bese un ejemplo de la "uo ss 





Ariemente en Za 

le enunciadas y que ses po compaeta en (0) 
0. Muéstres que sí una sucesión Ju (2)o m = 1, 2, > 

En (Q), k > 1, convergo débilmente en La (Q) hacia la función /, y para todo 
Ugo 00 ado ll A LI o By Econ, mem, 2, + entoncos, 
49 LE ÍA (O), D) Ta sucosión fo mo 1,2, «+. em JU9= (0) comvargo fuerte» 
mante hacia. 


si Demuéxuee toda función a) de 184) (de CAR 
Aces coimas eii na proltagación arial (0) e 




















vio más amp. pario (CA). En eto caso tono: 
A O O a e 
£> 0 no depondo de 4 
12 Son Zn gon dl dominio Q e un soaci niuenstonal 

Mubtires uo e a arcada de vea variada de lo 
letvables e. 
propio entorno) del punto 2. colma 
73 éstas que vu conjunto Wi 1) de olas las fotis Y de 
me O pa cn POSI: und esp, 
Muéstreso. que tieoen lugar las siguicutes incorporaciones 1)! 1a, 1) = Mt (a, 1) = 
0 lem complet eo de e), e Me 
$o Mier 0) en 100.1) y comtrizans Pura rtmarmales de Los espacio 


h a) E A 



























D 
Dagiinde Ke vn coo [ire < 





E A) 
Do acudo om el asia de Pol A SE y 
in 








(n— I)dimensional (Jm 1 <a, tmt, + m8). Esta función lo amare 

e la Canción 50 la sección K'() (2p 0, Do modo análogo, para 

PER “mad” cando ua lución 2), qu, rien 
.ñaremos esta función valor de la función f 


E ronión 1 10:18) existo ona tra fm de La (KC, cunlengera 
que sea an cima, e] 
dl iemvésirs que / € BD), ones qn, cu tdo EA a 
cae eg el (O ae 
a AS il [A Esta, E nc ona 
we 


EIN fe parace a 
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15, Domuéstrese que un conjunto de traza de todas las fonciones do 40 (0) 
cn la gupricio (n— 1 dimensional 5 Q o etecdo con a (5). 


E o pa LO 
hc do y mi Us 10 "parcmncd (9 

Vins qu cin) pei aa 0) pcia, 
018 añ too birmano ta. 0 E O ei 
Das rin EC ol qu putas lo punt 3 2.4 sao 
Fra (7) CPT LE |E — 2 ES, pu srta coma 
oil pa als hs 
Tn 

Doc ques JET (9 a en domino einen, 








160%, pura coautor alo éia, y da sión ¡EFI 


a y 900, 
TS 


18. Demuéstrese que todo conjunto acotado en ao, (0 es un 
domino rimvaaina!, 0060 LEÍ, us compacto en cui, 


1 Sponames unes 2,8 (9 permea 
0 (2) EC (00), ERA ), a (a) > 0 en 00. Mubstroso. 


AS 
$ eonzrañaes (Ja) (4), 
ds Gina »-[ var pai as) ($ JS 


1/00 40 6 0:00, denon on 4% (9 productos onalacosaquivaloto al 
produ 





tonces JECA(D) para cualquier a 


Wi 











0 Pue=Í DS 


20. Sogongamos que vs fncón 49 € CO, 1D y 29 20 cundo 
ad ana Ni 1, an compliación del olfato de todas las 
un ao au roucac a2 l "aa norma gano 





da por ol producto escalar | 2(2)4'(297 (=1dz. Domuéstreso que Ha, 1) = La 
(0, 1) cuando, y sólo coando, lim El 
po 


21. Muéstrase que en el cspacio J/A(Q) los productos escalares 1, a = 
= Y Pozas y Wer=| Y PI0G de son equivalentes. 
PS a 
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22. Ses /E La 0, 1). Una funcional lnea 1 (o) = (ag 08 acota 
en HN 0, $) cualquiera que¡ sea > 0. Según el teorema de bss xisto un eo- 
mento (Snio) £ € (0.4) tal que pora todos onu € JA 0, 4) e tien y (4) me 
(Ps Uy yy Millos F y prubbeso que FEÍMO, 90000, 0, 








(A tulo de un producto oscar tómens ) product escalar Y, 6) = | ¡0 
y 
a condo pr 24). 
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CAPITULO IV. ECUACIONES ELIPTICAS 


$ 1. Soluciones generalizadas de los 
problemas de contorno. 
Problemas de valores propios 


1. Soluciones clásicas y generalizadas de los problemas de con. 
torno. Sea dada en un dominio nrdimensional Q una scusción slip 


Lu div (k(s) Vi)—a (2) u=J(2), 0) 


cuyos coeficientes son de valores reales y sntislacen los condiciones 
AJECIO, EMECUO, kl) > ho>>0 para todo 260. 

La función u (2) y el término independiente / (x) de la ecuación, 
hablando en general, pueden ser de valores complejos. 

Ln función u(z) de C*(Q) ) C(O) se llama solución (solución 
clásica) del primer problema de contorno o del problema de Dirichlet 
para la ecuación (1), sí en Q ella sntisfaco la ecuación (1) y en el 
contorao 40, la condición 

uba 0) 
dondo (zx) es una función prefijado. 


La función u(2)€C*(Q) 0 CUR) so Mama solución (solución 
clásica) del tercer problema de contorno para la ecuación (1), sí on Q 
olla satisface la ecuación (1) y en el contorno 90, la condición 


(+0 (0u)| 00. o 


onde a(2) es una función prelijada do C(90) y 9(2) os uoa fon 
Sión prefiada, Convengamos en considerar 0 (2) > 0. 
¡Sila función 0(2) an (3) es ¡dónticamento Igual a coro, el torcer 
problema de contorno se denomina segundo problema. de contorno o 
de Neumann. 
Cuando n=1, la scvación (1) es una ccusción diferencial ordi- 
aria 














Lu (k(2)uY—a(2)u= (2). 0) 


En este caso el dominio Q representa en sí un intervalo (e, $), y las 
condiciones límites del primer y tercer problemas de contorno tio- 
nen, respectivamente, la forma 


la le e) 
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y 
A e 
donde Qu: Pu 992, 0: > 0 son ciertas constantes dadas. 
ea la Función ula) una solución clásica en el dominio Q del 
úprimer problema de contorno (1), (2). Multipliquemos la identidad (1) 


1 una función arbitraria 717) € C* (Q) e intogremos eu Q la igual- 
ma obtenida. Valiéndonos de la fórm: Ostrogradski_obtendre- 
sos 






[arr+ramds= (Fis w 


(la integral que surge al realizar la operación por el contorno 20 es 
igual a cero, por ser la función v terminal). 

Si suponemos, adomás, que las de las parciales de la solución 
lay EL (O), Em mn, es decir, que u (1) EH (O), y 1(2) € 
€ Ly (Q), la idontic integral (4) tendrá lugar no sólo para todas 
las funciones v (2) € É* (7) sino también para todas las v E 41! (0). 
Para cerciorarse de esto tomemos una función arbitraria y do 47* (0) 
y una sucesión va (2), k=1, 2, . « ., de funciones de E! (7) que en 
la norma de H! (0) e ja la función v. Para toda función 




















Do esto modo, si / € La (0), 
(2), portenociente al “espacio 
rol (4) para toda vEÁ (O). 
sj Jniroduacamos la siguiente definición, ia 
ya función u € se llama solución generalizada del proble- 
mo (1), (2) para f € L, (0). sí ella satisfaco la identidad (4) para toda 
v E H*(Q) y la condición límite (2). En la condición límito (2) la 
igialdnd ss entiendo como igualdad de slementos peraneionos a 
*, (00), siendo u log una traza de la función t. 

Soñalemos que el concepto enunciado do una solución genorali- 
zoda no es en plena medida una generalización del concepto clásico 
corrospondiente, pues para que una. clásica u (2) sen gonera- 
Áizada, so le deben imponer ciertas condiciones adicionales de carácter 
integra, a saber, supone que u € (0) y Zu EZ, (0). donde Z 
es un operador en (1). 

"Del modo análogo se puede introducir el concepto de la solución 
goneralizada del tercer (segundo) problema de contorno para la 
<cuación (1). Sea la fanción u(=) une solución clásica del tercer 
problema de contorno (1), (3. Supongamos que el segundo miembro 


¡lación clásica u dol problema (1). 
wo la identidad into- 
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1 (a) en la ecuación (1) pertenece a La (Q), y la función q (2) en la 
condición límite (3) pertenece a Z, (90). Multipliguemos la id 
idad (1) por una función arbitraria v(=) de H2 (Q) e integremos la 
igualdad obtenida on el dominio Q. Valiéndonos de la fórmula de 
Ostrogradski obtendremos la identidad integral 


[ (eran c+ | fonda =— | frac mas, 1) 





la ps se 'satisfecha por la solución clásica u (z) para todas las v (2) € 

Introduzcamos la siguiente dofinición. 

Una función u E H!(Q) se denomina solución generalizada del 
tercer (del segundo, sí (2) == 0) problema de contorno para la ecuación 
(1) siendo f EL, (0), 9 EL; (90). sí para ella se cumplo la iden- 
idad (5) cualquiera que sea v € 4 (0). 

Enunciando las definiciones de soluciones genoralizadas, «upo- 
'níamos que las funciones v en (4) y (5) son de valores complejos. No 
obstante, pueden ser. del mismo modo, consideradas de valores rea- 
les. En efecto, si la función u de H! (Q) satisface, por ojomplo, la 
Identidad (6) para todas lo de valores complejo de db (0), es obvio 
uo satisfacorá la misma identidad para todas 
de 4% (Q). Y viceversa, supongamos que la 
tisfoco la identidad (4) para todas las y de valores reales do 
En esto caso, la idontidad (4) es también válida para cualqui 
== Ro v + ¿ Tm y de valores roales del espacio 4 (Q), ya que (4) es 
válida para las funciones Re v y Im v, pertenecientes 0). 

Indiquemos que de hecho ya nos hemos chocado (en el caso bidi- 
monsional) con soluciones generalizadas de los problemas de con- 
ecuación (1), al obtener, en ol p. 1, $3, cap. f. las 
condiciones de equilil y membrana: las identidados into- 
gralos (4) y (5), que fíg la definición de las soluciones ger 
ralízadas, coincidon con las identidades (4) y (1). p. 1,53, cap. 

Las dofiniciones de las soluciones generalizadas de los problemas 
de contorno para lo ecuación (1) pueden tambión sor oxtendidas, por 
supuesto, al enso unidimensional. La función u del espacio 4! (a, P) 
tisface las condiciones límites (2,) (del teorema 3, p. 2, $ 6, 

1p. LIL, se desprendo que u EC (la, $), será la solución genorali- 
zada del primer problema de contorno para la ecuación (1,). Sí para 


cualquier v € X (a, P) se cumple la igualdad 
A » 
| (ar +auipdr=— | fudz. UN) 
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Una función u de H2 (a, P) es la solución generalizada del tercer 
(segundo) problema de contorno para la ecuación (1), si para toda 
v.E HP (a, $) se cumple la igualdad 


j (ku'D' 4 aun) de + ke ($) ou ($) 0 ($) + k (a) 094 (2)0 (0) = 


» 
- -Í fodz+k(B) 906) + (0) q (a). (5) 


En este párrafo se estudian las soluciones gonorali 

ue las soluciones generalizadas 5on 
(Q), usareme liamento los 
les correspondientes obtenidos en el capítulo so- 









gundo. 
La investigación de las soluciones clásicas de los problemas do 
contorno es una tarea mucho más complicada y os natural dividirla 


dos problemas más simples: primero construir una solución gene- 
lizado y luego, al establecer (admitiendo ciortas suposiciones) su 
1d, mostrar que es una solución clásica. La demostración de 
'de las xoluciones generalizadas será llevada a cabo en ol 

punto siguiente. 

2. Existencia y unicidad de la solución generalizada on el caso 
más simplo. El estudio do las cuostionos rolaciovadas con la existon- 
cia y la unicidad de las soluciones goneralizadas de los problemas 
de contorno es más conveniente empezarlo por el caso en que las con- 
“diciones límites son homogéneas (es decir, la función y us igual a 
soto). Por definición, la solución generalizada del problema de con- 
torno (1), (2) para q = U es una función u de 4% (Q), que satisface 


para toda v € A (0) la identidad integral (4): 
Í (vuvo + au) dem — | fx. 
E a 






















La solución generalizada del tercer (segundo) problema de con: 
sorna. (1), (6 pata y = 0.cs una función u € H*(d), que para tod 
EA (0) satistace la identidad integral 


[ Uvuvo+ aude | horas =— | faz. (6) 
a e E 





Sea a (2) >0 en Q. Entonces, según ol corolario del teorema 6, 
p. 6, $ 5, cop. 111, en el espacio 47* (Q) se puede introducir wn pro- 
ducto escalar que ses equivalente al producto ordinario ((u, 1) = 





10m CAD. TY, POUACIONES ELIPTICAS 
- [m 45 + un az) 
(4. 0) za = | UVUVD + au) de, Mm 
a 


Por lo tanto, a la identidad (4) so le puede dar la forma siguiente 
Qs ja y — Uh Uco o 
Para / fijada de Lo(O). Us oso será uno funcional lineal 
definida en JI4(0). vEH*(0). Como 
10, ho! < Hlkisollelizo < Cleo No: 


donde la constante positiva C no ¡lependo do f y v, esta funcional es 
acotada y su norma no supora a.C | ll» 
Do acuerdo con el teorema de Riesz (teorwma 1, p. 2, $ 3, cap. 1D, 


en 4% (Q) oxisto una función E, para la cual Y v)iaos = (Fa: Dojo) 





cualquiera que ses y € Íf*(Q). Tal función es única y satisface la 
desigualdad |! F' liz, < € l1/ exo» Por consiguiento, on 21*(0) 
existo una única función u == F, quo satisface la idontidad (5). 
De esta manora queda domostrado el siguiente teoremí 
rionisa 1. Cuendo a (2) > 0 en 0, para toda / E La (0). esta 
también una sola solución generalizada del problema (1), (2) (para 


4 0). Con ello, 
Nubia < CM liso o 


donde la constante positiva C no depende de f. 
Sia()>00 por lo menos una de las funciones a (2) 0 
'o nula, entonces, de acuerdo con el corola- 

5. cap. UI, eu H* (Q) se puede introd 





















(e [uned esas. (10) 
que sea cquivalento al producto ordinario. 
Por consiguiente, se puede escribir (6) en la forma 
(UP hor mr) 
Puesto Et FEL,(Q) fijada la funcional (f, vio) Mneal 
respecto a 1! (Q), es acotada: |(f. 
A SA 
ni de bp, entonces, según el teorema de Riesz, en H'(Q) oxiste 
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sua función Fx para la cual (f, Wg=(—Fas Vico, Cunlquiera 
quo sea WE H!(Q), con la particularidad de que esta función es 
dnica y líPallaro < Cll lexo- Por consiguiente, en H(Q) existo 
la única función u =P, que satisface la identidad (14). 

De esta manera queda demostrado el siguiento teorema. 

“rmonema 2. Cuando a (2) >0 en Q y por lo menos una de las 
funciones a (2) 0 0 (2) no es idénticamente nulo, entonces, para toda 
1 EL (0) también existe una sola solución generalizada del problema 
(8), (9) (para y = 0). Con ello 

Nro S Cll lle 42 





examinac 
bién tienen. valores reales. En electo, sen u = Ro + ¿fm u una 
solución generalizada de cualquiera de'estos problemas de contorno. 
Puesto que los coeficiontes. y dela fanción f son. ronlos, 
la función Ro u es tambión una solución generalizada dol mismo 
oblema, lo que se deduce de (4) (o de (0)) (las funciones v en (4) y 
rar como funciones de valores reales), Por 080, 























ma de contorno para el 
un número % tal que la función 
probloma siguiente: 





div (k(2) Y) — a (2), si o 
(2) son una solución clás 





Lumdu, 260 13 
ulag=O. (14) 
El mero 2 lama lor propio (cormepondieta ala función pro- 
lau (2). 
MA ento que n cada función propi le corresponda un valor 
propio único, La correspondencia recíproca no es univ ti 
nlar, si u (2) es una función propia, la función cu (2) 
constanto e a 0 es también propía, 
propio. Por esta causa se puedo hablac de funciones propi: 
ds, por ojemplo, mediante la condición o 
'5da Aun valor propio y sen 1 (2) una función propia del primor 
problema de contorno y sea, además, u (2) € 4H! (Q). Multiplicando 
(13) por y € M1! (0) arbitraria e integrando la igualdad obte 
oO, Úlpames a la ¡dontidad integral 
[ara + a | ubdz, (15) 
g 
ala cual la función u satisface para toda v € J/ (0). 
ao 






















¡de on 
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a tación ch ua ero so Mama función genera: 
propia del primer contorno para el operador 2 
existe on número'% ta! que la función u satitaco la Identidad into- 
gral (15) para toda y € ÍI2(Q); el múmero 2. se denomina valor propio 
(correspondiente a la función generalizada propia 1%) 

Vamos a considerar que [[% lizzo = 1. 

Una función u (2) que no es idénticamento nula se llama función. 
propla del tercer (segundo) problema de contorno para el operador 
iZ div le (a) V) — a(2), si existo un número A (valor propío 
Correspondiente a u (2)) tal que la función u (2) sea una solución 
clásica del problema Siguiente: 


Lu=da, 200, 
(rot) =0 


Es fácil vor que la función propia del torcer (segundo) problema 
de contorno para toda y € 4 (0) satislao la Identidad Integral 


[eortiass [ivan a] oz. (15) 








Una función u € HI! (Q) distinta de coco so llama función genera- 
lizado prople del tercer (segundo) problema de contorno para el o] 
dor 3, si existe un número ), (valor propio correspondiente a 4) tal 
que pia toda y (0) la función us atico la Honda: (nto 
gral (16). 

"Vamos a considerar que [Ju Niag) = 1 

En adolante on este párrafo consideroremos sólo fancionos geno- 
ralzadas proplas y los Valores propios qu les correspondan, N 
será cómodo examinar las identidades (15) y (16), que dofinon las 
funciones generalizadas propias, como igualdades do los productos 


oscaluras en el espacio L, (0) y en los espacios Á (Q) o 4 (0), ros- 
pectivamonto. 
Sea m = min a (2) (aquí no suponemos que a (2) >> 0). Enton= 


cos la función 








me) m+t im. 

Por eso, el producto escalar (oquivalente al ordinario) puede ser 
dedo en 4*(Q) por la igualdad 

(o ia Í eu + 








am 
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y en H8%(Q), por la igualdad 


0. dm [UTA ins. 0 

Luego, las identidades (15) y (16) se pueden escribir en la forma 
Us Di A+) io 0) 

lA (0, O (4-1), eo en 


Establezcamos anto todo la validez de las siguientes afírmaciones. 
Laa 1. Existe un operador lineal acotado A que actúa de Ly (0) 


qn 2 (O), cuyo campo de definición es L (O), para el cual ten lugar 
la igual 

(Digo (As, Da e) 

cualquiera que sea w € Í*(Q). 

' operador A tlene un operador inverso At, El operador A, al es 


considerado como un operador que actúa de H* (Q) en H'(Q), es auto- 
conjugado, posltlvo y totalmente continuo. 

TEMA 1. Existe un operador lineal acotado A” que actúa de La (0) 
e ”m ¿uso campo de definición es Ly (Q), para el cual tiene 
la igual 





(Us eo (A, ag en) 
cualquiera que ee y <P), 

operador A! tiene un operador inverso A'=1. El operador A!, el es 
Partner Operador que actúa de E" (Q) en 4" (0), es auto- 

Jugado, positivo y totalmente continuos). 

ctas dl has ULA secatción dl la E az 
do igual manera. 

lara toda función (fijada) u € L, (Q) lineal respecto a 1, y € 


EÉ*(Q), la funcional 1 (0) = (u, e)rao) es acotada, puesto que 
IO) =(4 Who < Vello (lolo < CH leo Y za) 
Por esta razón, según el teorema de Riesz, existo la única función 
UEÍ O), WU ligyo = MENS Nu lao tl que (9) 
= (U, 1) Para toda v EZ (Q). Esto equivale a que en La (0) 
sstá dado un oporador A (lineal, evidentemente): Au == U, para el 
cual tiene logar (2). Como 1 Au lg, < € llne lia» el opera 
*) El tipo de los operadores A y A” depende, por supuesto, de cómo se. 


distin en 2 (0) y en 17 (0), respectivamente, los productos escalares, Aquí 
pic on Pcducon elan O Y O 5 
se 
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dor A que actúa de L, (0) on A! (Q) es acotado, Si para cierta 1 
de La (Q) Au = 0, entonces, en vista de (21), para toda v € A (0) x 
X ll Uso = 0, 0s decir, u— 0. Esto significa que el operador 
A existo 

De (21) so doduce quo el operador A quo actúa de //%(Q) on 
HI (Q) os autoconjugado; (AM, Dg, = (Un Deng = (0 Deo 
= (49, Wa = (4, 40) y De LEÍ también 50 desprende que 
el operador es positivo, 

Mostremos que el operador A que actúa de /7* (Q) eu //*(Q) es 


totalmente continuo, Elijamos en /7* (0) un conjunto de funciones 
arbitrario acotado. En virtud dol teorema 3, p. 4, $ 5, cap. (II, 
esto conjunto es compacto en La (0), Quiore decir, de cualesquiera. 
de sus subconjuntos infinitos se puede extraer ¡ma sucesión U,, 3 == 

















== 1,2% « » +, fumlamental en La (0). Puesto que el oporadoc A que 
actúa de /, (Q) en H'(Q) es acotado y. por lo tanto, continuo, la 
sucesión 24,2, ..., es fundamental en 4! (0). El lema 
está, slemostrado. 





De acuerdo con el lema 1, la identidad (19) so puode escribir en 
forma do una ecuación operacional en ol espacio A (Q): 


Oh m— lAs mu, EMO). e) 


De acuerdo con el lema 1, la identidad (20) se puedo oscri 
la forma de tina ecuación operacional en el espacio M1! (Q): 

Am Aa EMO). (2) 

Así pues, el número A es el valor propio del primor (sogundo, co- 

rrespondiontemento) problema de contorno para el operador Z. y 4, 

es la función propia gonoralizada quo so lo asigna a %. cuando, y s6lo 

cuando, —(2 + m — 1) es el número característico del operador 


autoconjugado totalmente contiawo A que actúa de 41* (Q) on HH (0) 
LA" sotún de JI%(Q) en HO). y u es un elemento que corresponde 
8 esto número característico. 

"Por eso, de los resultados obtenidos en el $ 3, cap. II, so infiero 
que existe a lo sumo un conjunto numerablo de volores propios del 

¡mer (tercer) problems de contorno; esta conjunto no tieno puntos 
límites finitos, todos los valores propias sou reales; a todo valor 
propio lo cormssponde un número finito (multiplicidad del valor 


opio) de funciones propias ortogonales entre sí en (0) (on 
e 


propios son ortogonales en ¿7% (0) (on H1* (0). 
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Señalemos que para todo valor propio ) del primer (tercer) proble- 
ina de contorno se puedo elegir exactamente % (os le multiplicidad 
de 4) funciones propias reales ortogonales a pares en 47 (Q) (en 
dí): Sen u Me + ¿im ut foncón propia cossponln 
te al valor propio A. Puesto que 4 y los coeficientes k (x) y a (2) son 
reales, las funciones Te u e Im u, como se ve de (15) y 3 (las fun- 
elones y en 5) y (16) pueden considerarso reales) son también 
funciones propias correspondientes al mismo número A. En este 
caso, no es dificil ver que el número máximo de funciones reales 
Propias, ortogonales a pares, es igual a E, 

Mos Fs Mar (23) 
una sucesión que cotione todos los valores propio, del primer (tr, 
tor) problema de contorno para el operador Y, con la particularidad 


de que cada valor propio se repeti veces como es la multi- 
plickdad del opecedor, Sos 
es 


un sistema de funciones propias generalizadas (1 ullzxoy = 4) 
ortogonales entro sí en 21 (0) (cn 47% (Q); cada u, corresponde al 
valor propio A, 

O m1) A o md 
pora ol primer problema de contorno y 

bh dm DA o do es) 
para el tercor problema de contorno. 


Multíplicando de mudo escalar (25) ((25/)) en 1% (( m0) 
por 1, obtondremos, en virtud de (24) ((24), las igualdades 


A O A] 
lola o "0 m0 lao =— 04m 1), (20) 


las cuales (los productos escalares en /Í% (0) y on 1% (Q) están doli- 
“nidos por las fórmulas (17) y (18)) pueden escribirse. forma 


[Fivetas+[ teriolmpds=0 en 























(5) 











para el primer problema de contorno y 
[+lvepz+ j CAD luPdr+ [hotu.pas, er) 


para el torcer problema de contorno. 
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Do la igualdad (27) se deduco que para todo s=1, 2, ... te 
nemos 


»<—=m= miz a(2) (8) 
De la igualdad (27") se deduce que para todo 1 =1,2, ... ter 
emos 
2 < —m= —min a(2), (8) 
za 


con la particularidad do que para cualquier s =1, . o Jugar 
una desigualdad rigurosa, si (0) a (2) sé const, o 9 (2) 40, Si, en 
cambio, a (2) ms 0 (segundo problema de contorno) y a (2) == consl, 
da (2) mz m, entonces entre los valores propios dol segundo problema 
de contorno existo un valor, igual a — m, con la función propía 
igual a const == 11/70]. La multiplicidad de este valor propio es 1, 
puesto que debido a (27") todas las funciones propias que le corras: 


ponden satisfacen lo igualdad pa uf de = 0, es decir, son cons- 




















tantes. 
De (26) ((26')) so deduco que el sistema 


ES e 




















es ortonormado on 4? (Q) ton H!(Q). En vista del corolario 1 del 
, el conjunto (2%) y. consecuentemente, (23) es infinito. 
por uy, J=% 5. Valiéadonos de (21) (21), obtenemos la ¡gu 


teorema 2, p. 2, $ 5. cap. II, el sistema es la base ortonormal en 
kr (Q) (on H! (0). Y como el espacio /1* (Q) (21 (Q)) es de dimensio- 
y + — 00 cuando +00. 

Multipliquemos de modo oscalar (25) ((25/)) en 4% (Q) (on 2 
0, Lom — 1) (a, decir, el sistoma (24) 
ido (OY au€ Ss vaicad lina! todida an l item 
Py ela paa e dl des (24) es siempre densa en AP (0) 
(on HW(Q)), será tambión siempro densa en La (0). Por consiguienta, 





el sistema (24) es la baso ortonormal en La (0), es decir cualquier 
elemento / € La (0) so desarrolla en una seris de Pourior convergente 
en La (0) Jo: 

1 2 fóto La=0, nda 155) 
y so verifica la igualdad de Parseval —Steklor 


1Mao=XIhP. 
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Sea una función Y € MH (0) (1* (0). Ella se desarrolla en una 
serte de Fourier según la baso ortonormal (2%), convergente en 
Ír(O) (on HO) 


30 Ilya en 


+ 0 600 del piso problema de contras | € (0) y 


al ra 


an el caso del torcor problema de contorro Y € AM(0)). Aquí so 
verifican las desigualdades de Parsoval —Stokl: 


3l Wine! Mio 
y, corrospondientemente, 
3l 10 2) 20d Mino: 


La serie (30) Jaro está, hacia f también 
ba norma de 5% parando ls cin (90) 3 (29), obtonemos 


lam (e dro (1 lino VR (0 

Id 

Upa = 310 io AD 
Umi Mo— E 





(Milo = Um Rao— E alta), 
de donde, en virtud de (28), 
Ánaime<—Halnt+21m Dir < 
<p +2IMHIm—1DU Mo 


»u caro 0. vacios muecas 
y, correspondiontomente (en virtud de (28%), 
E PalIAE SM + Cimi+Im—i DN Mao 
Por consiguiente, tieno lugar la desigualdad 
ENuliAP <A Ma cm 


donde A, 5 = 1,2, ... .,son los valores propios del primer problema 
dle contorno, mientas que / € 4! (Q), y la desigualdad 





AMAS Ci (32 





1 jorer pro 
Con (34) y (32) 
siguiente tooroma. 
1 primer 0 del tercer 
div (e (2) Y) — 


., son los valores propios 
de contoro, on tania que $ € 20% (0), La consta 
16 depende do]. De et moda sá dota 
Los va ñ 
(segundo) problema de, tas pra 7 operador Y 
ca) son reales y dy => — eo cuando 4=» 60. Los onloes propios 
del ple y er bienes e lea, para e 9 sl Er del 
cecindo (aL 0) priblea de eoierno para (2) con, satajcon 
lo degualdod 14< — mig 0, uelgulera que 200 md, 2, 


Los valores del ndo lema de contorno. la ión 
a ete desigualdad 2 € — pc 
1,2 s con la cularidad de que existe un val > proplo de 
multiplt 4, igual a — m, con una función propia generalizada 
PLACAS Ya nine propa rales y 3 Arbre 

mas de contorno en forman en La (0) una base ortonor- 
md es decir, toda función | € Lr (0) se desarrolla en una serie de Fow- 

Pd tajada A (0) la serie 
Ce formada ein nn propose e primer proble- 
'ma de contorno es convergente en ÉN! (Q) y tiene lugar la desigualdad 
(5h: Jae Jn E O) esa 2) opada gn one 
propias generalizadas del tercer (segundo) problema de contorno es 


convergente en JH (Q) y tiene lugar la dert 

a EA ia: y de las fun 
elones propías, Puesto que el operador A, que actúa de 4% (Q) en 
Áí (Q) y está definido por la igualdad (24), es totalmente continuo, 


antoconfugndo y positivo lema, 1), entonces, de acuerdo con el 
rema 4, p. 1, $ 5, cap. 11, su primer número característico (posítivo, 
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evidentemente) es a 

ss Mii M4 

17 E Ii "it WO 

(a, norma del elemento fea A está concordada con el pro- 

Jueto escalar (17)). Con ello, la funcional | fhj, ,/M/ Mao toma 

el valor y cuando f=us, donde u, es el primer elemento propio 

del operador A. Por esta razón, el primer valor propio del primer 
problema de contorno para ol operador £ es 

Me IS 
mi tot TO sal (83) 
A pa nar e» 


y la cota inferior exacta de la funcional 
í Clot l/ md] lpaz 





on el espacio 47% (Q) se consigue en la primera función propia uy. 
De los resultados dol p. 1. $ 5, cap. 11 so desprende que el 
(+ l)-fimo número caroctacistio pue dol aparador 4 es Igual a 


int 





Ya quo, de acuerdo com (21), (/.160p9,y= 





¿bios 
TA] 
CA) py HU io Ed 2, 
LO 







Pra 


Por eso, el (+ M)ésimo valor propio del primer problema de 
contorno para el operador Z- 


dm 
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La cota inferior exacta de la funcional 


Jurvr+armd/[ ias 


en el subespacio del espacio 4% (0) compuesto por todas las funcio- 
producto escalar de La (0) a las funciones pro- 
este problema de contorno se consigua en la 


De modo totalmente análogo, para el tercer (segundo) problema 
de contorno para el operador 


de +t- inf mL 
—met— > 
Es TA 


VIP alar Y hos 
A —ÉÁ 
, 


hn=—mti— int 


CUINA Podes $ 01/1845 
-— st . (8) 
. a 
PES ¿ 
La cota inferior exacta de la funcional 
Falrmea rmac, OS 

a 
«en H! (Q) se consigue en la primora función propia u,. La cota info- 
«ior exacta de esta funcional en el subespacio del espacio (0) 
«compuesto todos los elementos, ortogonales en el producto esca- 
lor de La (0) a las funciones propias %y, - >; un del problema do 
«contorno correspondiente, se alcanza en la (k + 1)-6sima función 
As finas (20) y (39 se pueden reunir on una: 


a ir Vell 
nf. 


he juez 











ES , 6%) 
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con la particularidad de que », sea ol primer valor io del tercer 
pole aque ip ondo Fong con pal 
siempre que G = 1 (Q), y A, es el primer valor propio del primer 
problema de contorno, siempre que G = Á7* (Q) (en el caso en que 
pEÍ O, Gurren. 

Pecm, se pueden también reunir las fórmulas (34) 
y 


Senan +411P)de+ $ ro1J pas 
ha=— in PEER e 


- pa 
0 Gure 153) 





El empleo de las fórmulas (34), (34') y (34) suelo sor a veces 
dificultoso Fai el (k + 1)-ésimo valor propio hw se calcula, 
valiéndose ,, partiendo de las funciones propias 5, + + «+ Un 
conocidas de antemano. Más abajo obtendremos una fórmula para 
24), privada de osta inconveniencia. 

'otmemos arbitrariamente k funciones q, » do La (0) y 
designemos con A (qa, . . ., a) un subespacio del ospacio 4H 2 
compuesto de las funciones f, ortogonales en el producto escalar 
LOs las funciones qu << >> PLY Oi Oda 00 ke 

Ñ 




















" 
nf E 
eo. 0 Y 





A AS 





y 508 dizx la cota inforior exacta del conjunto numérico (d (qa, + ;- 
>. +: 40)» tomada respecto a toda claso de sistema q » »-, Pa de 
Ivaciones de La (Q): 


e 








OS 
2 






Mostromos que d+; = Aya1, donde %y4, €s el (k + 1)-6simo valor 
propío del primer problema de contorno para el operador 2. 

"esto que d (Uy, 1) = da4x (fórmula (34), entonces 
des <hxex, Establorcamos una desigualdad inversa. Para ello es 
suficiente, al fijar arbitrariamente la elección del sistema q, 

+ Gas Construir una función f de R (q, ---, qa) tal que para 
la se tenga 117 llo, = 1 y 


MN Sm 1. 
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Buscaremos la función f en la forma 


Ye Qt ho Un tdi 


En esto caso las condiciones [€ R (Qu ++<+ 41) pr 
tomarán la forma 20 9) y MM leo 





Ucenico” A alo romo, p lo (85) 





UY ina Pat. (30) 


¡toma Mal 100) pecto al metas o ad 
-uaciones con E + 1 incógnitas, si 
Vendrá una stuzión no fiv. La condición de norsaltacin (8) 
Mora pued ve toa om ot cn. Dada que un virtud do 

y 














Wip o= DP DBA DS 
AA Ma” Le 
di 


SIM +1 


(recordemos que A 22 2 + - 20) la fonción Yes a bancada. 
Así pues, el (d+ Máximo valor del primer problema 
de contorno para el operadi fija por la fórmula 
















Aron il (ener 
A) 
"pao 





que axpresa la así llamada propiedad mini-mázima de valores pro: 
pios, 

Dela misma manera so obieno la fórmula para ele + Duéi 
mo valor propio del tercer (segundo) problema de contormo para el 





« 
Le 5 
POISIP40r mar holas 
-=— mp inf . (87) 
es mA 
aid? a 





Las fórmulas (37) y (37") pueden ser reunidas en una; 


LOPD] /Para 4011105 
1 vea +67) 


con la particularidad de que 4,1 es ol (k + 1)-ésimo valor propio 
del primer problema de contorno para el operador div (ela) Y) — 
— a (2), siempre que G == HY(0), y dae, el (c+ Mésimo valor 
grogHo del tec (segundo, cuando y =2 6) prublra de contano, 

La propiedad mini-móximo do valores Propios presta la oporti- 
midad de comparar los valores propios do diferentes problemas de 
contorno. 


TrONEMA 4.1. Sean AL, AN y AX! los krésimos valores propios del 
primero, segundo y tercer (para clerto 0>0) problemas de contorno 
para el operador L=diw(k(2)V)—a(z). Entonces, MEMUSAL 
cualquiera que sea k=1, 2, ... 

2. Sea dy el hrésimo valor propio del primero, segundo o tercer 
(para cierto a = 0” 20) problemas de contorno para el operador £' = 
== div (K' (2) V) — al (2), y sea 2% el heésimo valor propto del pri- 
mero, seg 0 tercer (para cierto a = 0” 0), respectivamente, de 
dos problemas de contornu para el operador L” = div (k” (2) Y) — 
— 0 (2). SK Va <a” en Q y, en el caso del tercer problema de 
contorno, a” <a” en 0Q, entonces da >2%, para todo k= 1,2, ... 

3. Sea Q' un subdominio del dominio Q, Q' = Q, y sean Ax (0) y 
» (0) los k-ésimos valores propios del primer problema de contorno 
para el operador L£ = div (k (2) Y) — a (2) en Q y, respectivamente, 
en Q. Entonces, % (0) >%(0') para cual kt, 2... 

DEMOSTRACION 1. Sen k > que r de la funcio- 
nal, que se encuentra bajo el signo inf en (37"), en el caso del ter- 
sor problema de contorno (0 > 0), no es menor que su valor para el 
segundo problema de contorno (7 = 0). mientras que el conjunto G 


A 
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en ambos cosos es el mismo (4! (0), será válida la desigualdad 
MU UZAR La desigualdad Al <AF% también se desprende de (37), 
ya que el conjunto G, en el que se toma ¡nf, es más amplio para él 
ercer problema de contorno que para el primer problema de con- 
torno: 41: (0) > Á*(Q). 

La afirmación 4, para k =1, se deduce de (34. 

2. La afirmación 2 se deduce de (37) (para k > 1) y de (34) 
(para km 1), puesto gue el valor de la funcional bajo el signo nf un 
caso del operador 2” no es menor que el valor correspondiente en 
el caso del operador 2”. 

3. Puesta que el conjunto J/% (0) contiene un conjunto É (0) de 
os al de 1! (Q) que se reducen a cero en QQ”, entonces para 

> 
A map tl TN> 
cea 











TM=H 0 


donde 





Si k=1, entonces 
4(Q=- int T(N>— inf 70) =M(0) 
sebo 1d 


El teorema queda demostrado. 

5. Comportamiento asintótico de los valores propios del primer 
Dal ib se armas de Lapison el ope: 
Primer problema de contorno pata el operador de Laplace 2 (el opo- 
Tudor 2 div pera Edo 20) en un cado Kyo 
A im ag 1) Ca arista 1 0, Una fami 
ropia generalizada u (+) del primer problema de contorno para 
operador A en X;, que corresponde. Ea propio %, se determina 
como función de 4% (K;) que para toda v de H%(K;) satisface la 
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identidad 
Vuvodz= af uvdz. 


Es fácil comprobar que la fanción my +. + m,(2) = 


(4) [sen 2322 para cualesquiera m,>0, .  ., ma > 0 enteros 
ts 
as una función propia del problema de contorno en evestión; l valor 
propio correspondiente es igual a—E(mi-+ . .. -+ m8). El sistema 
de funciones my + <<< m, (2) para todo mi>0, (m4, ..., My 
enteros es artonormal en L, (X'). Puesto que toda función de Za (Xy 
ortogonal a todas las py, ..-+ my, es nula (esta afirmación s6 
demuestra igual que en ol p. 4, $4, cap. LIL so demostraba la afírma- 
ción correspondiente para ol Sistoma de funciones ly «03 my e 
exp (U(mt +... + maz,)) enel cubo (Im [<mimt,... 
- :s 19), ontonces esto sistema es una Dase ortonormal en Ly (K;) 
; por lo'tanto, contiene todas las funciones propias del primo? pro- 
Biota de contomo para el operador A eu 
De esto modo, antre el conjunto de todas las funciones propios 
dol problema co cuestión y el conjunto de todos los puntos (Mm, . .. 
- : <» Mp) con coordenadas positivas de múmeros enteros y, contó” 
cuoritomento, el conjunto de todos los cubos Ly «> > me 
= (m-—1<z, Gm, ¿m4,..., n) existo una correspondon- 
cin hiuntvoca. Además, el valor propio correspondiente a la función 
úémy => <v m, (2) os igual al cuadrado de la distancia del punto. 
Úñys - -., m5) al origon de coordenadas multiplicada por —a/P. 
Asl pisas la mulplicidad del valor propio 2 es Igual al número de 
los puntos con coordenadas de números enteros, dispuestos en la 
ostera de radio /=XW/x. En particular, ol número n es el 
primer valor propio; es de multiplicidad 4. A esto número corras- 
ponde la función propia My, +... « (2)=(-F)"” son 3 ..son a, 
El siguiente valor propio es igual a—] (n-+3); es de multiplici- 
dad n. A él corresponden las funciones propias 4 


























cat) = (7) son Ef... son 
AAA lores 

iguemos con N (p) el número de valores propios (tomando 
on conidorción la multiplicidad de God) qu ño. severa en 
valor absoluto a cierto p>>0. W(p) es igual al número de Jos 
Puntos (my, -... ma) de coordenadas enteras positivas pata. los 


sr 





2. son Zi, 
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<ualos mi+...+mi ip o, lo que es lo mismo, es igual al 
volumen del cuerpo Afyzya» compuesto de todos los cubos 
Komo: ma Dra los cuales mi¿..+mi<hrp. Puesto que 
Mun =S yz ra = [IS EV P 2130, mt... 1) 
N9)<1S y yal = 2 E: 99%. Como. por otra parto, para p>n JE, 
Mysu2S Vina VR entonces para o RENA 
UE vay" 

De modo habitual numeremos los valores propios en el orden on 
<que Éstos no crecen: 0 > hy 2d >. - (com cada valor propio de 
¿sta sucesión nos encontramos tantas voces como es su multipllo- 
dad). Tomomos al azar el valor propio %,; supongamos que su mul- 
Sipllcidad es igual a Po pod, qe Miss a A 0 Aa 
pora ciortos enteros pi>0, Pi>O, pi+p54 1 =P todos valores 

iguales 0 da 
súmero p, es igual al volumen de un cuerpo cor 
los cubos Km ><: my CUYOS. VÉrtIcOS (My «++ M,) 68 


dos en la esfera do radio JA,” y centro en ol origen 
de coordonadas. Dado que este cuerpo está contenido en 
Spaqus ya Shut ua- yw tesolta que pr [ (101) 
—(Hmi-V5)* 

En particular, teniendo en cuenta que A,->—00 para £=»00, 
obtenamos lim LO. 

Do la definición de la función A'(9) se deduco que «+05 
—N hal). Por esto, Za (Mal yes a (Un). 
Y, como 0<p:<Pa» existo el límito de la relación sA,[Y y éste 
es igual a Ex PCncU, Por consiguiente (recordemos que 
.-<M<A<0) existen tales constantes Ca y (1, OSCEC1 
«ño pata lodo amd, 2, 0. 

St, (8) 


Puesto que los valores propios no dependen de cómo se elige ol 
sistoma de coordonadas, las desigualdades (55) para los valoras pros 
pios del primer problema de contorno para el operador de Laplace 
tienen también lugar en el caso cuando el cubo Ky se sustituye por 





pntonces 














propio 
1 
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cualquíor otro cubo de arista 2. Es fácil ver que los valores propios 
del primer problema de contorno en wn cubo de arista 1 para ol opo- 
tador kb — as (donde ka >0 y ae sou constantes) igunles 
a—koz(mi4 o... + m2) — do, donde My - --, ma son númo- 
ros enteros positivos. Por ello, las desigualdades (35) con cierta: 
constantes C» y Cs (dependientes de hy) p 
éstas. cualquiera que seo a partir de cierta 5, (dependiente 














rromena 3. Sean ho, 5 = 1, 2, --;, los valores propios del primer 

problema de contorno para el operador 2 == div (e (2) Y) — a (2) en el 

dominio Q. Existen las constantes Cy y Cy, 0 < Co <C,, y el número 
"a tales que para todo s > 5, tienen lugar las desigualdades 

CLA LC, (5) 

Sean F, y %, los valores propios del primer problema do contorno 

en Q para los operadores Z == div (RD) — ¿RA —ú y Lo 

=kA—a, respectivamente, donde E mxk() ko 





— mink(o), d= mxa(s), a= mina(s). En esto coso, on 


virtf'do la atiemación 2 del tooreaa Ár para todo 01,2, ..: 
Mionon Jugar las desigualdades A, <A, < Ayo 

Designomos por K” y K” talos cubos que K'=Q= K”, y por 
Ta y Ay, los valores propios del primer problema de contorno para el 
operator Z en K' y el operador £ en K”, respectivamento. De acuer- 
do con la afirmación 3 del irorema 4, para todo s tenemos 
Z, < ha Y 25 > Jus La afirmación dol teorema s0 deduce ahora do que, 
a partir decirtos = 5, para Y y A¿s0m válidas las desigualdados ($0). 

6, Resolución de los problemas de contorno en el caso de condi- 
clones límites homogéneas. En el punto 2 ostudíamos la cuestión 
do la oxistencia y unicidad de las soluciones genoralizadas del pri- 

y tercer (segundo) problemas de contorno para la ecuación (1) 

suponiendo que en Q a(2) >0. 

Examinemos ahora vn caso general. 

Sea m= min a (2). Escribomos las indentidados (4) y (6) do 











la forma que sigue: 
Qi O) gy M4 (Uh — o Diao 3) 


(us Deco Elm) (4 Wir) o Disco (6) 
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donde los productos escalares en 4! (Q) y en 41" (Q) están definidos 
mediante las desigualdades (17) y (18). Según el lema 4 p. 3, la 


identidad (4') es equivalent en el espacio /7* (Q) a la ecuación ope- 
raciona 
u+(m— 1) Au Af, 0 


miontras que la identidad (6”) es equivalente, en virtud del lema 1%, 
a la ecuación operacional 


ut (m—1) Au —A 1 (40) 


en el espacio H! (Q) (recordemos que Af € É* (O), a (0). El 
operador A, como un operador que actús de 4 (Q) en (4%, de 
A ri AU 
ecuación (40) ((40') podemos aprovechar los teoremas de Fredholm 
(oopamas 104, pp. 3-7, 8.4, cop. 1. 

1) Si—m + noes un número característico del operador A (4). 
entonces, ou virtud del primer teorema de Fredholi, la ccuación (40) 
(40) es unfvocamente soluble para toda f € Ly (0). En esto coso 
tiene lugar la desigualdad Yu, y, <C1UA/ Une, <C 1 / leso % 
X (ll lurios <C NI Vray con Ja constante CS 0 que no dependo 
do Y Puesto que —m «+1 esel número característico del operador 
A (4) sólo en aquel único caso cuando el cero es un valor propio 
del primer (torcer) problema de contorno para el operador Y, 
úentonees podemos considerar establecida la siguiento afirmación. 

rmonzma o. Para toda f de La (0) existe la única solución penera- 
zada u (2) de cada uno de los problemas de contorno (1), (2) y (1). (3). 
siendo homogéneas las condiciones límites (q == 0), s el cero no es valor 
"propio del correspondiente problema de contorno pora el operador £. 
En este caso se verifica la desigualdad 

Uallm<C User 
en la que la constante C > 0 no depende de f. 

2) $1 —m + Les un número corncerísico del operador A (41) 
(on esto caso, naturalmente, m <% 1). hagamos uso del tercer toorema 
de Fredholw. Paca que en estas circunstancias las ecuaciones (40) 
(40) sean solubles, es necesario y suficiente que para todas las 
funciones propias uz del operador A (47). correspondientes al número 
característico —m "4, se cumplan las igunldados (4/, 2), = 
= 0 ((A'). pla) = 0). En este caso existo la única solución u 
do la ecuación (40) ((40')) que sea ortogonal en Ji! (Q) (en H* (0) a 
todas las funciones 1, y para esta solución tiene lugar la desigualdad 
Ue Nay E MÍ Mesas (e Moros < CM lero) com la conse 
tanto CS 0 que no deponde de j. Cualquier otra solución de la ccua- 
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ción (40) ((40')) se. ¡ta como la suma de le solución u y cierta 
ra detimición de os operadores d y 4" (21) y, ospctivamen- 

De la definición de los a 
10, (26) se infiere que la ertogonalidad de las funciones AJ (A') 
y u on Él (0) (en H* (Q)) es equivalente a la ortogonalidad de f 
en el espacio L, (Q). Además, la ortogonalidad en /1! (Q) (en 
FO) ae solución a la ecuación (40) ((40) a la AS 
pla up es equivalente a la ortogonalidad de éstas en L, ((), puesto 

qe “en virtud de (1) (21) 

(6, Up) qq CM (Al, hy gy (4: 0) ja q 

=(1—m) (Au, e im)! Lu, Uplio 


Au, Upharo cos (1 — mm) (u, 19)1200)- 
Así pues, hemos demostrado el siguiente teorema 
“TronENA 3. Si el cero es el valor propio del primer o tercer (se 
gundo) problema de contorno para el operador Y, entonces, para 
Esa! una solución feneralzodo del problema (1), (2) 0 del (0) (9, 
siendo homogéneas las condiciones límites (9 == 0), es necesario y sifl- 
E LE Deza = Y para 


todas las iones pro 
polo El das prin CIAO! ANA 
es ortogonal a 


(1), (3) admiten la única e “ a e 
odas estas funciones" proplas: (u, Uplexc — 0. Ed solución sao 
face la desigualdad 

Mula <C l/s 


«on la constante C que no depende def. Cualquier otra solución se repre- 
genia, como a mima de et. mación y cera combinación lina! de ls 
funciones Uy. 

Dol teorema 3 se desprend, que cuando a sm 0 el sao 9 el valor 
propio del segundo problema de contorno (9 m0) para el oporador 
£; ln única función propia correspondiente es igual a UY TOT. 
Por osta razón dol teoroma 7, en particular, se doduco 

ronema 5. Para que exista una solución generalizada del problema 

ara v—/ E|.-0, 
es necesario y suficiente que 


jres=o. 


En esta suposición existe la ánica solución generalizada u, que sable 
Jooe la sendción | 100 =0, y pora cl solución ina Lugar le des. 
e 














see 
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Igualdad 
luli <C lo 

con la constante C> 0 que no depende de f. Cualquier otra solución 
generalizada u de este problema se representa en la forma % =u + 6 
onde cy es una constante. 

nseinvación. SÍ f tieno valores reales, también tondrán valores 
reales las funciones que se mencionan en el teorema 6. Esta afirmar 
ción se demuestra lo mismo que la afirmación correspondiente en la 
Sbservación citada » Finos del p. 2. Las soluciones que trotomos en 
los teoremas 7 y 3 también pueden considerarse do valores reales, 
siempre que, por supuesto, todas las funciones propias correspon: 
dientes tengan valores reales y nos limitemos a hacer uso de sus 
combiuaciones finales con coelicientes reales, ; 

. Primer problema de contorno para la ecuación elíptica general. 
Lon solia abeidos en los puzles seleiecio Un dl 
dificultad a las ecuaciones elípticas más generales. A título do ejoro- 
plo examinemos ol siguiente problema de contorno: 





Sue E (outro +3, a(2)un+a()u=f(2), 260, (49) 


uho=o. 1) 
donde los coeficientes reales ay (2) E C! (0), as (2) EC! (O), a (2) € 
EC() hoj == 4, .. .. m5 la matriz [| a, (2) ll la consídoramos simó- 
Arico y pústtiva (lo que es testimonio de que (41) es una ecuación 
elíptica), os decir matriz con cierta constante y > 0 satisface la 
desigualdad 








43) 


cualesquiera que sean el vector real (E, .. Es) y el punto 2 €. 

La solución clásica u (2) del problema (41), (42) so halla do la 
mengra habitual: es una función de C* (0) € (2) que satstca (49) 
y (62). Valiéadonos de la fórmula de Ostrogradski, podemos conven- 
cornos con facilidad de qu si /€:La(Q), la solución clásica del 

blema (41), (42), perteneciente toda ved ON 
rl ll 
| 2 combates 


1] 





+[ Eee B on Joe [Fáz 0 
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Una función u de Á/* (Q) se llama solución generalizada del pro- 
blema (44), (42), si para toda v € É* (Q) ella satisface la identidad 
integral (44), teniendo en cuenta que f € La (0). 

De acuerdo con el teorema 6, p. 6, $ 3, cap. 111, en el espacio 
ÁI*(Q) so puede introducir un producto escalar que sca equivalente 
al producto ordinario 





0 iq | E, uta de. 


Con este motivo la identidad (44) se puedo escribir en la forma 
(0 Dj yla 0, + (3/94) 0), gy 0: Uacor (45) 


ema 2, 4. Para cualesquiera funciones 04 (2), 0, (2), « + +» 0n (2) 
continuas en Q, existe un operador A lineal acotado (que acta de 
L, (Q) en $" (0) y está definido por todo Ly (0) tal que para toda 
vEÍ (Q) tenga lugar la Igualdad 





Ys, 0) a (A 1) q 


2. El operador A, sl se considera como un operador que actúa de 
ÁP(Q), es totalmente continuo. 
Puesto que la funcional lineol 1(9)=(u, 200, + aio 


delínida en HÍ:(Q) (WE B'(0)) es acotada, siendo fijada uE L+(Q): 


11H Uli] eo + eólico <a las coo 





donde la constante € > sólo depende de ¡lar llaga 10, dr 00. 
+. 7 entonces, según el teorema de Riosx, oxisto la única función 
U EH (Q) para la cual 1(v) = (O, v)z, ,, cualquiera que son vE 
EH! (Q), con la particularidad de que NU ly, q, = NN <C Nu liso 
Esto significa que en La (Q) está definido el operador 4 (líncal, 
dentemente) que transforma L, (Q) en Á* (0): Au = U. Este ope- 
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rodor es acotado, 1) A II <C, y para evalesquiera u € La (0) y vÉ 
€Áf" (0) tiono lugar la igueldad 


du, Domo ahi (As, 





1) 


Mostromos quo el operador A, si se consídora como un operador 
que actúa do ¿7% (Q) en A? (Q), os totalmente continuo, Tomemos en 
2 (0) un conjunto acotado arbitrario. Conforme al toorema 3, p. 4, 
$ 5, cap. III, este conjunto es compacto en L, (Q). Por lo tanto, de 
cualquier sucesión infínita de sus elementos se puede extraor una 
subsucesión que sea fundamental en Za (0). Ya que el operador A, 


que setón de Ela (0) en Hf* (Q), os acotado (y, consecuentemente, con- 
tinuo), él transformará esta subsucesión en una sucesión fundamental 


en 47" (Q). Por consiguiento, el operador A, que actún de ¿7% (Q) on 


HÍ(Q), es totalmente continuo. El loma queda demostrado, 
lo que la funcional linesl (Y. Disco» definida on 


HO) (EMO). es acotada: [Un Pa ECN eso lg 
entoncos, según el teorema de Ríe existo el único olomento 
PEÑ(O) para ol cual ( Weoo (Es 0), q, Cualquiera que ses 
vEÍ(O), con la particuloridad de que NU, y <CN listo: 

Por eso, valiéndonos del lema 2 (suponemos quo ay= 
== Y dí, —a), la identidad integral (44), que define la solución 
goneral, puedo sor escrita en forma do una igualdad operacional 
en el espacio H*(Q): 


u+4u =P, Ed (O). 46) 























esta a, Siendo -5- Y) 015, —a>0 en Q, la ecuación homogénea (46) 
admite sólo una solución nula, 

“Sea u una solución de la ecuación u-+zAu=0. Multiplicando 
esta, ecunción de modo escalar en '(Q) por u, e 
Ma, gy Fs q 0. De aquí e deduce que uf, 
+Ro (do 1,0. 





int 
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Puesto que Rea = (0: Jue, luly mpo=0, resulta: 
BoA, ja Mo (2 034 (De =0) lr) dem 
5 a 


a! (Bco ($ 3 00) lu áe= 








Por ello, uf, 50, es decir, u=0 
Del Jema 3 y del primer teorema de Fredholm se deduco 


mona a. SI Y 0920 on Q, la solución generalizada 


E 
qee (41), (42) existe y es única para cualquier función 
ELO 

8. Soluciones gencralizadas de los problemas de contorno con 
condiciones límites no homogéneas, Primero oxamíinemos el pro- 
bloma (0 (2). Recordemos que se llama solución generalizada de 
esto problema a una función u de /1*(Q) quo satisface la identidad 
intacta (0 yen na e ol sonora 00 6 gl ala (nc 
ml y. 

De la definición de la solución generalizada se deduce una condi- 
ción natural para la fonción limito y, So debe oxigir que éta puoda 
sor prolongada en el dominio Q mediante una función del espacio 
7 O), Eno sucesivo vamos slempro a suponer que esta condición 
so cumple. En el caso contrario la solución generalizada del proble- 
ma (1), (2) no puede existir. Del teorema sobre las trazas de funcio- 
nes de /1* (Q) se infiere que q debe pertenecer al espacio L, (90). 
Pero esto no os suficiento para que q pueda ser prolongada en Q mo- 
Santa vos función de 1"(0); más aun. para ello es Incluso ¡oso 
ciente la continuidad de esta función. Á fines del presente punto 
Volveremos 8 considerar otra, vez esta cuestión y obtendremos la 
Condición necesaria Y suliciento de ela prolongación para el caso de 
Sn circunferencia 

Señalomos que cuando q EC! (90), la prolongación citada exis- 
so. Del teorema 2. po, 8 de cap. ALI, proviene la existencia de la 
función € (2) de CU (Q) y. con mayor tazón, de A! (Q) para la cual 
9) =4. con la particularidad de que tiene lugar la desigualdad 
¡SÍ o <C1eleo: donde la constante C, =D no dependo de y. 

Así pues, sea que existe la función D € 17 (Q) la cual 
0 lo =9. Empleando la sustitución u— 0 = wm, el problema 
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de la búsqueda de la solución generalizada u se roduco al de la bús- 
queda de una función 19 € A? (Q) que para toda v € 47 (Q) satisface 
le identidad integral 


JUDEA aras | APOYA + az, (4) 
Indiquemos que si DEP (0) 


suficionte que y E C* (90), la identis 
forma 





inado 9YECT, para ello es 
14 (4 so puede escribir en la 





Í (AVD-+ aut) de e =Í Todz, 


dondo 7 = f — div (YO) «+ 00, es decir, el Problema que so con- 
sidera ostá reducido al problema estudiado en los pp 2 y 4. 

gual que en el p. 2, nos limitemos al caso en que a (2) >0 en Q. 
Introduciendo en A! (Q) un preducto escalar expresado por la fór- 
mula (7), escribomos (4) en la forma 


(0, O q) 0 
donde Lu) —[ (00540054 es vna funcional. Hiooal 


dado en J11(0).(v € 4"(0))» Como 
HODISH acota (211 40 leo 10 lia + 


mesa Olor lo +10 1 
donde la constante C, > 0 dependo sólo de los coeficientes k y a, 
cotoncas la foncinal E ea acotada y 1 Co llo Y 
“10 luuo). Por esta razón, de acuerdo con el teorema do Ále, 
en HÍ% (Q) oxisto la única función 1 que satisface la identidad (4), 
con la. partieuoridad de que Di lao, = IL NEC (N/M, Y 
+ 110 Mara): En esto caso, la función u = 10 + 0D es la solución 
erecta “el problema (1), (2). Además, tieno lugar lo desi- 
En 








SS O 


donde la constanto Ca >0 no depende de f ni de 0, y, por lo tanto, 
también la desigualdad 


luli o<C Milo + al HOla) 
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en la que la constante no depende de / y g. Si la función límite 
y EC! (20), de estos desigualdades se desprende la desigualdad 


Vil <C (ls co + los 00) (47) 


Mostromos que la solución encontrada es única. En electo, sí 
existo otra solución generalizada u', la diferencia 1 == u — u' será 
una función de Á/* (Q) que, en virtud de (4), satisface la identidad 
integral. | (k Yi VD + aux) de = 0 cualquiera que ses v € Az (0). 


Como el primer miembro de esta igualdad representa un producto 
escalar en /7* (Q) de las funciones Z y v, entonces Y = 0, 
oste modo queda demostrada la siguiento afirmación. 

jonema 40. Sí a (z) >0 en Q y la función q es un valor límite 
de cierta función de H' (Q), entonces el problema (1), (2) admite la 
única solución generalizada u. Esta solución satisface la desigualdad 
(47) y, consecuentemente, para q €.C* (90), la (47). 

'nsunvación, Es fácil comprobar que el conjunto sf do funciones 
que están definidas en 0Q y que son las trazas do ciertas fun: 
cionos WD de A! (0), os un espacio de Banach con la norma || pl 
1 [Oflyxqgy Por esta sazón, la desigualdad (47) se puedo 
y 























escribir en la forma 
AAA AS 


Examinemos el problema (1), (3). Recordomos que una función 
u de A (Q) so denomina solución genoralizada del problema citado, 
si satístoco la idontidad integral (5) para cualquier v € 1 (0). Se 
“supono quo Ja función límite q, en esto caso, pertenece a Za (00). 

ruoneaa 41, Si 0 (2) >0 en 0, y (0) aíz)oe0 en Q, o bien 
bd 0 e Egeo problema DO la e. 
ción general u cual era sean f Ely € > 
Cors ell, tlene lugar. le desigualdad ES 


Mt lor o, < Cll Mis +19 toco). (48) 


en la cual C > 0 es una constante que no depende de f y q. 
Jutroduzcamos en 11 (Q) un producto escalar del tipo (10) equive 
Jente al producto ordinario. Entonces, la identidad ($) tomará 








TOS 
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donde 
10) =$ foda+ | bovas 
se 


es una funcional lineal dofinida en H% (0) (0 € HN (0); 
o a da aereo een el las Aa Po a, cap. 1 


11H < Male + mex (2)-1 plano Ue < 


<C (N/M +0 lisos Uva 

con la constante C > 0 indopendiento de f, q y, o, entoncos la fun- 

cional 1(0) es acotada y 121 <C (11 Nenas + ll lla). Sogún 

“sl teorema do Riosz, existo una función única u de 271 (0) que satis- 

Toco la identidad (5), siendo Yu lluwo, == 1111 <C(Nlcao + 

++ 9 llzaoo). El toorema está demostrad: 

jora, sea en el problema (1), (3) a (2) == 0 cn Q, y 0 (2) 50 en 

20, Introduzcamos on 1 (0) un producto escolar squivalnte al 
ordinario 














(e í (QUYO-+- Ub) de. 0) 


Entonces, la idontidad integral (5) que define la solución genera» 
lizada del segando problema de contorno para el oporador div (EY), 
prado sor escrita 6n la forma 


Qu Oy ls io) 0) 5) 
donde 


10) $ ds 60 
es una funcional lineal definida on 47% (Q) (v € H* (0). Puosto que 
de acuerdo con el teorema 4, p. 1, $5, cap. UI, 

HOTES Miliao lola +masie(a) ¡lea ll Wlltacon < 


<C'(/ line lea) Pro 


con la constante C'>0 independiente de /. y y », entonces la 
Juncional 2(0) es sentada y 11] <C'(lfllixo +80 luaog)- Según 
ol isorema de Riesz. existo en 20(0) la dnién fonción E” para la 
“cual se efectúa la igualdod 
10I=(F, tg, 6 
cualquiera que ses vE H' (Q), siendo 
PATOS (5) 
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En virtud del lema 1” p. 3 (consideramos que el producto escalar en 
df (0) astápraiado po a Fóremela (5), existe un operador colado 
4', que actúa de L, (Q) en EQ y arpitieno La (0) conto un casapo. 
do'dofinición, tal quo para toda vE 4 (0) 

(as Ds (A ag 5%, 
demís, el operador 4”, si so considora como un operador que actón 
do 47 (0) en AP (Q), es autoconjugado y totalmente continuo. 

Haciendo uso de (52) y (54), podemos sustituir la identidad (50) 

or una ecuación operacional cn el espacio 1! (Q) que sen equíva- 
Lio a ela: 

UA =P (55), 


Puesto quo paca la fonción 1, (2) mu conat==7t> tiono Lugar 


lo ecuación (Uy, D)zacoy == (1x, 0)ytgg Cualquiera que ses vEH*(0) 
(ol producto escalar en X*(Q) está definido por la fórmula (49), 
óntoncos, en virtud a (54), (A Dg, == (U10)2go = Us Do 
Esto quiero decir, que 1 es na número característico dol operador 
Ay e una función propia correspondiente. Puesto que 
toda función propia u; del operador A”, correspondiente al número 
caractorísico A, satisfaco Ja igualdad (ui, yy (4 0 
lu, titan tenemos para olla 


iia 








Por consiguiente, uf == const, es decir, 1 es un número característico 
do multiplicidad 1'del oporador A”. 

Según dica sl tocar aocoma de Prudhota, [er us da comación 
(55) sea soluble es necesario y suliciente que la función / ses en 


H*(Q) ortogonal a la función 4, -7a ae Er 
Do (52) y (51) se deduce que esta condición es equivalente a que 
a (50) 


Si la condición citada se cumple, la ecuación (53) tiene wma solu- 
ción única u, ortogonal en 47% (Q) a las constentes. Sorá una solución 
goneralizada' dol problema de contorno que se estudia. Con ello, en 
virtud de (53), tieno lugar la desigualdad (48) en la que C es una 
constanto independiente do f y q. Todas las soluciones restantes se 
diferencian de la función u por los sumandos constantes. Puesto que 
para una función de M!(Q) la condición de ortogonalidad a las 
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Sonstntes enel producto escala (49) es equivalente al condición o 
ortogonalidad a las constantes en el producto esca) 1, (0) 
resulta estar establecida la afirmación siguiente. 

"rroNExA 12. Para que exista una solución generalizada del proble- 


ma div (k(2) vu) =f, Jl = q, es necesario y suficiente que se 


cumpla la igualdad (50). En eso com, la solución generalizado 1, 
criogonal a ls constantes en el producto esalor de La (Q), 8 único y 
para ella tiene lugar la desigualdad (48). Todas las demás soluciones 
Feneallados del problema, se diferencian dy por las constante, 
ossemvacios. Si las funciones f y q tienen valores reales, los 
soluciones de que se trata en los teoremas 10—12, también son de 
valoras reados. 

Al estudiar el Froblem de contorno para a ocución (1) 
con condición Malta so Domugisca sorió sl Fesblema slpulene: 
hallar las condiciones para la función y de L, (90) con los cuales 
exist su prolongación eu sl dominio 0 y que ela prolongación per- 
fónerca 4410 (0), Como fue mostrado, la condición sufliento con- 
siste en la pertenencia al espacio] €* (90). Ahora estblezcamos 
la condición necesaria y suficiente para el caso cuando Q 500 un 
sfrculo. 

Supongamos que ol dominio Q (n == 2) 
=9<1) zw lí 2) =(9c080, psen 0) Examinemos en la 
circunderencia 30 == (p == 4) una función real y del espacio (ral 
La (00) q 0) € ba (0. 2). El desarrollo de la fvación y (0) ea 
sario de Pourir, convergente en lo norma de La (0, 25), Len la 














vn círculo (Ja fo 








P(0)=32-4+ Y) (a, cos K0-+-b son x0), 
donde i 





» 
a k=0, 4,2. 








son sus coeficiente de Fourier. 
Según la igualdad de Parsoval — Steklow, 


ELY (04) hol, 2 < 00. (57, 
a 


Tiene logar la ofirmación siguiente 
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“rmoneaca 12. Para que la función q (8) de L, (0, 25) sea una traza 

en la circunferencia (12 1 = 1) de cierta función de H(|2 |< 1), es 
necesario y suficiente que converja la serie 

At (58) 

En vista de (57) las sucesiones 4 y bw k=1,2,..., som 

acotadas. Por lo tanto, la función Y (0, —i2y)2%, dondo 2 21-+ 


+ izq, es analítica en el círeulo (J2]< 1). Esto quiero decir, que 
JN función 


ota) =o(p, 0)= 42 +Ro S — db) (a+ ia 








$4) p* (ax cos 10-+ba 50n 40) — (59) 





ytonece a Co (| | <1), con la particularidad de que la serio en 
ED); así como también las series obtenidas de ésta última por dife: 
renciación término a término, convergen absoluta e uniformemente 
en el círculo (Lx |<), cualquiera que ses 7 < 1. 

Basa domostear el eorama 43 nos hará alta la slgulnto als 
mación. 

13 6. Para que una función w(z), definida por la serte (50), 
pertenesca al espaelo Hi (12 |< 1), es necesario y suficiente que la 
serle (58) sea convergente. 

Dosignomos mediante t0m (2) una suma parcial de la serio (59): 





ionl)= 3443) 0% (aa cos10+da son). 
ES 
Como todas Jas funciones dol sistema (*cosk0, p*son HO, kw 
=0, 4. ..., son on Le(|z|<1) ortogonales a pares y dado que 
MeNcos Olano = (ése Olano pErpo Emd 2 00. emo 
toncos para cualesquiera p y q, 9>P. 
A 

Manco Y E 

ES 
Por ello, de la convergencia de la serio (57) se deduco la convergencia 
de la sucesión lem (2), m=1, 2, -... om La(13 |< 1). Por consl- 
guiente. la función EL, (Gx 1<1) y ln serio (59) converga 
acia olla en el espacio La (12 1 <1) 





liz: 
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Sea la serio (58) convergente. Entonces (cuando q > p): 
PR 1D (910) dz 





OS 
PA 


«feo 





+ (00990 po) 5 (1050 1090)" ] 0 


q A 
5 3 HEien Y Hao 
a pe 





para p, q=> 00. Es decir, la sucesión tem) m=4, 2, +. +, es con 
Vorgonte “en Hi (| z |< 1). Por lo tanto, WEH (Li <1. 

y, ahora, 10 € 11! (| z |< 1). Dado que para cualquier 7 < 1 la 
sucosión de normas 


AS 
Y is Y al). met 2uncos 
a E) 


tiende, cuando mee, a lie lbruaien, sin decrecer de manera 
manótona, entonces, para cualquier 7-< 1 y todo m, tiono lugar la 
desigualdad 





sontco SE lliollitanien < 


4 
lloran 
Resulta pues, que las sumas parciales do la serio (58) son acotadas: 





Y Kaon E ll 
a 


Y Hal4 0d) < Eli ligncor de Za oe 
a 





os decir, la serio (58) es convergente. El loma está demostrado. 
Pasemos a la demostración del teorema (43). La suficiencia se. 
deduco inmediatamonte dol lema (4), puesto que, en el caso en que 
la serio (58) sea convergente, la función w de (5%) pertenece a 
HP (La 1< 1) y mu traza enla crcanerencia (| = | = 1) osigual 9. 
mostramos a necesidad. Supongamos que exists una función 
OEM (|< 1) para la cual % límias == q. Entonces, on 
virtud del teorema 40, existe uma solución generalizada de 
(2 [<del primor problema de contorno para la ocución (1) 
son la función límite q. Sea u una solución generalizada del primer 
problema de contorno para la ecuación (1), cuando kw 1 y a =/=0, 
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que satisface la condición u [gyqusy = q. En el p. 2 del párrafo que 
igue mostraremos que la función u pertenece a C* (|x| <1 
cn el cárulo ((z |< 1) satisface la scuación Au — 0, Ha nl 
uso de este resultado y desarrollemos la función u (2) = u (p, 6), 
para p E(0, 4) fijado, en una serio de Fourier respecto a O que sea 
wniforme y absolutamente convergentes 











lo, 0) Z2j0 4 S) (Un (9) cos 40-+ Va (p) sen K0), 
ls 
donde 





” 
Um 10.000, k=0, 4, 


«o. Ohsonr0ao, ES 





Las funciones Us (0) (y Va (9), k =0, 1, .. .. son indelipida- 
“mento diferecíablos 'cunndo 0< p< 1. y acotadas par 

Ya que u EH () 2 |<), en virtud del teorema sobre 
funciones de HI (17 |< 1), para cualquier ke A 


$ uco, 0010) cor4040-> 





-0 ( (u(o, 0) —G(0)) sen 40 d0—>0) cuando p=>1—0. 


Esto significa que todas Jas funcions Uy (p) (V, 
a la izquierda en el punto p=1, y U, (1) 
kdd... 

Como, pare pE(0, 1), Au =p + hop + ¿juas m0, ono 
lonces para tales p tenemos 





) 200 sima 
SNIE 








> 


Uno) LL urolo. coso — [reemioa— 






AS 


Esto quiere deci 
Us (p) satisface, 
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ria (de Euler) y” +tv = 5 y =0. Dado que la solución general 


de esta ecuación tieno por exprosión Bp% + Cp cuando k 40, 
y B + C ln p cuando E ¿> 0, donde B y C son constantes arbitrarias, 
entonces, Un (p) =p", E-=0, 4, -.. Do la misma manera so 
clomuestra que Ya (0) = dash. dá 

De este modo, la función u, perteneciente a II! (| |< 1), cuio 
cido con la función w de (50). Y entuaces, en vista dol lema 4, la 
Serie (55) converge. El teoreraa ostá demostrado, 

"Útilicomos este tcorema para Construir una función q (0), con- 
tinta on la crconfrenia (o 1), la cul no puede se prolongada 
en ol cirenlo (] |< 1) roodianto una fonción de 10 (| x |< 4). Sen 








q0- 3%, 


Dado que esto serio es uniformemente convergente, la función 
w EC (lx | == 1). Do acuerdo con el teorema 13, dicha función no 
puede, al mismo tiempo, ser traza de una función de H! (| x |< 1), 








ya que la serie (55) para ella (que tiene por exprosión 3] 755 
a 

civorgo 

9. Método variacional para resolver problemas de contorno. Sen 
AF" un subespacio arbitrario del espacio real 7? (Q), en particular, 
H' puede colncidir con todo el Hi (0). Convengamos en considorar 
quo en Jf' está dado un producto escalar equivalento al producto 
escalar ordinario en H' (0). 

“Tomemos una función real f € La (0) y examinemos en H' una 


fancional 

Elo) =llvlll-+2(/. Ulea VEU. (00) 
Pussto que 1. oho |< lio lolo Cleo llar par 
toda EW" 


Et) >lvlle—214. hs (21 vil —2C 1 villar 
=(lvibo Cleo *— CM Claro. 


Esto implica que el conjunto de valores de la funcional E en E” 
es acotado por abajo. Designemos por d =d (11) la cota inferior 
exacta de la funcional E en HF”: 


dit EW) 








Una función u de" A” se llama función que realiza el mínimo de la 
funcional E en H, si 
Ely =d (61) 
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Por supuesto, igual que d, la función u depende de cómo se oligo el 
espacio HP. 

Por definición de cota inferior exacta, existe una sucesión 
Un, M=4, 2,..., de funciones de A” para la cual tiono lugar 


lim E(óm)=d. (53 


Toda sucosión de esta especie so Mama sucesión que minimiza 
o funcional £ en HP. 

LEMA 5, Para todo subespacio H' del espacio HI" (Q) (en particular, 
H' puede coincidir con HI (Q)) exiete la única u de E que 
realiza el mínimo de la funcional E en H'. Toda sucestón que minimiza 
da funcional E sobre E, converge hc at función 1 1 norma de 

00). 

Son 





una sucesión arbitraria do 1” que 
f'. Entorces, respocto a cualquier 
ez, 9 puede indicar un aúmero N == W (0) tal que para odo 


¿4 El0) < d+ e. (03) 





Puesto que 


[2 fi. Fltvalde+<Fl10 (omo Dar 
uned que 


[SE] ff. onile+ 10,1). 

Do la última igualdad, recurriendo a (60), obtenemos 
[Part l). + (omite +00, e) —| 
=F(El0) + E (0) E (13%), 


Pero, E (EuF%) >d, y las funciones ta y v, satisfacen las de- 


sigualdados (63) cuando m, $ > N. Quiere decir, que para cualosquie- 
ES Lone logar a desigual e 


Ol <p ld+e+d+o)—dme., 


de la cual so infiere, por ser e > 0 acbitrario, que la sucesión en 
cuestión os fundamental en 47 (Q). Por lo tanto, en Y” existo una 
Junción u hacia la cual asta sucesión converge en la noria de /7 (0). 
Mas, en este caso valle ls y Y odios dia 
cuando 3> 00, lo que implica que E (0) £ (u). La igualdad (04) 
se deduce ahora de la correlación (62). 

Mostremos la unicidad de la función u que en /7” realiza ol mínimo 
de la funcional E. Supongamos que existan dos funciones de este 
sea 
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tipo; 14 y 4. Entonces, da, Ss Ms Mp +» Será una sucesión que 
minimiza la funcional E en 4” y no convergo en /7' lo que contradice 
¿ela firación que eabamos de demoatar El loma ar domos. 
trado. 

Demos a conocer el método de Ritz, por medio del cual se cons- 
truye una sucesión que minimiza la fanelonal E. Examinemos on JP 
un sistema arbitrario linealmente independiente de funciones qa; 
Ki 1, 2, -.., cuya cápsula lineal es siempre densa en 47”. En el 
caso en que 4" = 1% (0), por tal sistema se puedo tomar, por ejemm- 
plo, el conjunto de todos los monomios 2% = xP... . 42 en ol que 
2 es un vector nudimensional arbitrario de coordenadas do números 
Snteros mo negativos, 

Designemos con Ra un subespacio k-dimensional del espacio 
4 IR (0) tendido <a el sistoma 01, ---+ 9 y hallomos un 
elemento que realico el mínimo do la funcional £ en el subespacio Ry 
(según el lema 5, tal elemento existo). Dado que todo olemento de 
Ri so representa por la forma cp, +. - - -+ caga siendo 
constantes reales, entonces, el problema citado será equivalente al 
de hallar el mínimo (respecto a €, + » -, €) de la función 








Flo tan) 


— Y, “ere ej Ze rar 


El vector (cy, + =, 64), 0m el cual la función £ alcanza el mínimo, 
es uno solución dol sistema de ecuaciones línoalos ¿Em 0, (o 
md, ..., h, 0 508, del sistema 





o (0) 





2 ear amO, md 


El determinante del sistema (64), que se llama determinante de 
Grara para el sistema 94, - . .. Ga, eS distinto de cero. En olecto, 
sí fuoso igual a coro, ipendencia lineal de sus renglones se 

















desprenda lo eiincia dls constantes En ¡+  IELG 

z les que E, (9 (0 We 

o LA a A 
odas las funciones q, - ++ Pa 





ed got Fu es ortogonal 
in Ep o. e Enga 0, 
dencia linoal del sistema 9, - - -- 
Así pues, el sistema lineal (64) siempre tiene la solución única 


eh + >, el. En esto caso la función 
dq +... +eln (65) 


cual contradico a la indopen- 
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de Ra realiza el mínimo de l funcional E en R,. Lolsucesióh de 
funciones dj, k ve 4, 2, . ., se lema sucesión de Ritápera: la fuo- 


cional E sen al sistema a, E 

Tama e. La sucesión de Rllzty kerd, 2, - . ., de la funcional E 

según el sistema arbitrario linealmente independiente de funciones qu, 

e py iuza cápcul lnea) es siempro densa eq JU a a 

ímiza la: funciona! E en MY La sucesión va ko 

«y converge en la norma de 1 (Q) hacia la función u que 

en E realiza el mínimo de la funcional E. 

Yo que OR)... MC -;-= 1%”, entonces 

Elo) Eb)>--->E()>->e 100) 

Puesto que la cápsule lineal del sistema qu E = 1,2, +. 


as siempro densa on H”, respecto a todo e >0 existirán los números 
k= ko) y 0,(0), - >.» ch (0), tales que [ue lly << 
em cido) q rio) qa pertenece a. A. Luego, 
sé desprende que 


Eque) =lluslllr +24, dios — au + ul + 

+2 o 1104 Uco Eu) + E ue) 42 (00 0, 4) 

dE (ue — 0) [4 21) 400 — 0 la 1 lar Ed) 00 — (ler 

A A AS 
<d4e4 20] Alexa c+ Zulu ed Co 

con cierta constante C, > 0. Coono el mínimo de Eun Ra so alcanza 
en la función ey, ootonces, para cualquier s > k, en virtud de (60), 
4< Elo) <E tv) <d+ Cje. Esto precisamente significa que 
Elo) > cuando 4 oo. La conv de la sucesión y e 
=1:.2, : -, hacia la función 1 so deduce del lema 5. El lema está 
demostrado. 

"Establezcomos ahora una ixportante propiedad de la fonción u 
yuo soaliza el mínimo de la funcional £ en 7”. Tomomos una fun- 
ción v EH" cu ubico £ La función 
e ao 3 que ol polinomio (rospecto a 1) 
PO=Elw)= El) +2 du, dy +6, Deo) + Elo llo pd 
poro cualquier TEC, +): Además. PUN EA) a, Por 
consiguiente, 






































lio 2 (us 0H): Bea) =0- 


1nción u de AI? que realiza el mínimo de la fun- 
tisface la identidad 


(a, Dar Di = 0, (57) 
cualquiera que sea y EN". 





cional E on Y" 


459 
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Hasta ahora nos era indiferente de qué modo se definía en el 
subespacio HI” un producto escalar equivalente al producto escalar 
ordinario on H* (0). 

Sen H'= HH! (0). Tomemos las funciones: % (2) E C (0D), k (2) > 
a! SECO, q acen 

(2) >0 en o bién a en 
(O A0 0 20. El produc als en (0) iniloos me 
diante la ecuación (10): 

(a, Pmo=f Ueguo + e) dz $ kouvdS. 
% 





Entonces, la idontidad (97) cotncído con la identidad (0) 
f Cee + ae) dy [tous =| frás, 
á 





que doine la solución generalizada del tercero v del sogundo (sí 
3 == 0) problema de contorno para la ecuación (1) (siendo homogénea 
la condición líwito). 


Cuando HI" == H* (Q) y el producto escalar en A! (Q) está definido 
por la fórmula (7): 


(a J (uv -+ aun) de 


Ea a (z) pertenecen a C (9), k (2) > ka >0, a (2) 0), la idon- 
tidad (67) coincido con la identidad (4) que determina La solución 

izada del primer problema de contorno para la ecuación (1) 
Esando hora la condición límite). 

Do esto modo queda demostrado el siguiente toorma, 

TaomaA 14. Existe la única función n de H'(Q) que realiza el 
minimo de la funcional E en Ea (0), Sel producto ssalar en (0) 
está definido por la Igualdad (10), la función u será la solución general 
sada del eee 0, ¿del segundo cuando 9 == 0) problema de contorno 
para la ecuación (1) (sendo homogénea la » Ue). 

Existe la única función u-de H* (Q) que realiza el mínimo de la 
funcional E en Éf* (0). St el producto escalar en £Í' (Q) está definido 
or la jórmula (7), la función úserá la solución generalizada del primer 

Problema de contorno para la ecuación (1). 

El teorema 14 nos facilita un método variacional (indopondionte 
dol método que utilizamos en los tooremas 1 y 2) para domostrar los 
teoromas de existencia y unicidad do las soluciones gonoralizadas 
onsidoradas en ol p. 2 delos roblamas de contorno y nos indica el 
sentido variacional de las soluciones generalizadas, 
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Si el subespacio 17” coincide con H” (Q) (con X7* (Q)) y en H*(Q) 
(Ér' (Q)) se ha introducido un producto escalar que se expresa por la 
fórmula (10) ((7)) y que es equivalente al producto ordinario, enton- 
ces, en virtud lema 6 y del teorema 14, la sucesión do Ritz va, 
k=4, 2, ..., de la funcional E en HH (0) (HÍ (0)) conveigo en 
HH (Q) hacia la solución generalizada del tercer (primer) problema de 
contorno para la ecuación (1). Es decir, la sucesión de Ritz puede 
considerarse como una sucesión que aproxima la solución generalíza- 
da do un problema de contorno para la ión (1). 

Do este modo queda demostrado 

TEOREMA 19. Una sucesión de Ritz de la funcional E, dada en 
HP (0) o en ÍI* (O) (el producto escalar se prefifa por las fórmulas (10) 
6 (7), que está construida según un sistema arbitrario linealmente 
independiente de funciones cuya cápsula lineal es siempre densa en 
HI (0) o en É1* (Q), respectivamente, converge en H! (Q) hacia la solu. 
ión generalizada del problema correspondiente de contorno (terceró 
0 primero) para la ecuación (1). 











$ 2, Suavidad de las soluciones 
goncralizadas. Soluciones clásicas. 





Eu el párrafo anterior homos estudiado las cuestiones referentes 
a la resolución de los principales problemas de contorno para ecu 
ciones elípticas de segundo orden. Pasomos ahora al estudio di 
suavidad do Jas soluciones de estos probler 

Supondremos que los datos de los problemas que so consideran 
son do valoras realos. Entonces, según lo dicho en ol $ 1, las solucio- 
nes generalizadas de estos problemas también serán de valores reales. 
Por ello, en lo sucesivo, sin hacor restricciones ospecialos, vamos a 
entender por soluciones las funciones do valores reales, es decir, los 
elementos do los espacios reales C* (7) o H*(Q),k=0,4, 2... 

'Al estudiar la suavidad de las soluciones generalizadas, resulta 
convoniente destacar un caso unidimensional, dado que los resulta- 
dos que se obtienea ea este caso no son, en goncral, válidos paro 
no 1. Además, la Investigación del caso unidimensional" es mucho. 
más sencilla. En particular, cuendo n = 1, las soluciones generali- 
zadas de los problemas de contorno (ellas pertenecen al espacio 
ZP (a, $) son, en vista del teorema 3 p. 2, $ 6, cap. 111, funciones 
continuas en Ía, Bl. En el caso unidimensional también se resuelvo 
con facilidad el problema de prolongar una función, dada en el con- 
torno, a un dominio, por medio de una función de HI (a, ) 
O lena = Gus D laos = quo e título de tal prolongación se puede 
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tomar una función lineal 
oO 
1. Suavidad de las soluciones generalizadas en el caso unidimen- 
sional. Recordemos que los pesbiémas d de contorno para la ecuación 
| Lu sm (ey —au=f, 2€l(0,b), 4) 
planteados de manera clásica, consisten en la búsqueda de la solu- 
ción u (2) de esta ecuación que satisfaga las condiciones siguíentes: 
u() EC (a PNC la, BD y 
Ulo =D Ll e) 
para ol caso del primer problema de contorno; u (z) € C* (a, $) N 
Ñ C la, Bl y 


de popsely ide A (9) 
do contorno. Aquí, 
Ec, e. Y € ADA] E da, Sonoma de las, 


e EI as DD VEL 
 soición goneralliada lema (D e 
es una función de de Ha, B) que satíslaco la ls lentidad Te cl 


| ramos ás 10) 


pora csalgi v E É (a, P) y las condiciones límites PD: 
La solución generalizada del problema (1), (3), (/ € La (a, $) 
es una función u (z) de 1? (a, B) que satisface la identidad integra! 


n 
Ñ Qe aun) de +29) 0449) 0 (9) +) ou (2) (2) 


, 
=- Í fo dz 4+k (0) q (8) +1 (a) qe (a), (5) 


ovilquleza qbo seg o € (a, 
Resulta ser válida la ia boa auxiliar. 
tea t. Cuando FE C (la, PI), una función u (1) de HI (a, 6) 


que satisface. la identidad integral (6) El (a, 
do 0D Y e blación es a eran (0 al 
Entero (a, 

Como la función u(=) € C (la, PI) (A (a, $) = C (la, PI), 0n- 


tonces, $ + 0u EC (la, IO ue nea, ph. 


$ 2 SUAVIDAD DE LAS SOLUCIONES GENERALIZADAS En 


Esaminenos da tución (2 = [Dit 
0) 


En virtud de las condiciones impuestas en k (z), la función ua (2) € 
Ea a. 8d, y; además, en (a, $) ella es la solución de la ecuación: 

iforoncial (Xuiy == /(2) + 2 (2) u (2). Por consiguientó, para toda: 
bEÍ (a, $) la función ua (2) Satisface la igualdad 


[ unir amparo | fuás; 


x lo tanto, una fonción uy <= u — uy, portenociento 1 ¿7% (a, f), 
Eistaca la "identidad integral ES 


j kujy dz=0, oc Hab), 


de ln cual so deduco que la función ku tieno en (a, $) una derivada 
gonoralizada igual a coro. Por lo tanto, ku; = const, es decir, u, € 
€C%(a, P). Por elo, también la función (2) € C* la, P. 





Puesto que para toda w € (a, $ | y dem — | ay de 





entonces, do (4) so infiere que la función (ku'Y — a (2) u (2) — 1(2), 
continua on la, Pl, es ortogonal (on el producto escalar de La (a. P)) 
a toda función de 4! (a, B). Por ello, en (a, $) la función u (z) os 
vna solución de la ecuación (1): El loma está demostrado. 
a de los problemas 
tercero) pertenece a 
(6) para toda v€ 
€! (a, P). Por 0so, en virtud del lema 1, u (=) € C* (la, PI) y u (2) 
en (e, f) la solución de la ecuación (1). 
Do este modo, hemos mostrado que para / € C (la, P)), las solu- 
clones goneralizadas de los problemas de contorno on, cuestión 
sogmento la, P] derivadas continuas hasta ol sogundo 
srdon inclusivo y satisfacen la ecuación (1). Es obvio, además, que en 
el caso del primer problema de contorno la función u (1) satistaco 
los condiciones límites (2). En el caso del tercero (sogundo) problema 
de contorno, para toda función v (2) EMI (a, $) 















[uvacn | 00) resp 100 Aia 


22 GA. IV. ECUACIONES ELIPTICAS 


Esto quiere decir que en vista de la identidad (5), 
(8) (ul (9) + ou (9) — 9) (8) + 
+ ka) (a (a) + 044 (a) — qu) (a) = 


Cualesquiera que sean x9) y 12) recordemos que ai 
36) Y) existo qu función y (2 e 47 (a $) que para == 
y z = P toma los valores w (a) y w (P)). Por consiguiente, la fune 
TE 
í pues, asta demostrado 

TeonEMA 1, Cuando una función (2) E C (la, Bl), las soluciones 
generalizados del primer, segundo y tercer de contorno 
para la ecuación (1) Edna a Ct (la, Bl) y son soluciones clástcas 
de los problemas correspondi 

SiO son Pasción y e a semeralizado, por ejemplo, del 
torcer (seguado) problema de contorno para el operador 
significa que (3) € 7 (a, ) y, dl mismo modo, y, () EC la). 
pss pera ala, cualquiera que sen v EI" (a, P) tiene lugar la 
igualda 














j (kuzo” au.) de «+ k ($) ou, (9) v(B)-+k (22) 09u, (a) v (a) 


=- fuvás 


donde 2, es un valor propio. De acuerdo con el teorema 1, la fan- 
ción 1 (2) portonaco a C* (ia, PI) y es la solución clásica de la 
vcuación 





Lu (ku —au= A,  2C(2,P), (6) 


quo satiaco los condiciones lírltes homogéneas (3), es decir, u, (2) 
ds una función propia clásica del tercer (seguudo) problema de ton: 
torno para el oporador 2. 

"Anklogamento 30 muestra quo la función propía, generalizada 
us (2) del primee problema de contorno pertenece 4 C* la, PD y es 
IA Esad propi e 

Jomostremos que los valores propios de cualquiera do los pro- 
lamas de contorno en cuestión son de multiplicidad 1. Supongaraos 
que existe un valor peoplo ly, por ejemplo, del tercer problema de 
Jomtormo, al cual corresponden dos funciones propias 4% y 1% 
que 200 linealmente independientes. 

'Como sabemos. la solución general do la ecuación (6) tiene por 
tod asin de 
ignifica que toda 
condición Temita w (6) — eya) = €, puento que 












'donde €, y C, son constantes arbitrarias. 
"la ccuación (6) d e stsiace la 
ciones 
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u'Y y u'2 satisfacen esta condición límite. Y a la par con esto, existo 
na solución de la ecuación (6) que no la satisface, por ejemplo, una 
solución con condiciones iniciales u (a) = 0, u' (0) = L. 

De este modo queda demostrado 

TRomemA 3. Las funciones propias generalizadas del primer, se- 
gundo y tercer problemas de contorno para el operador <É pertenecen. 
5.0 (12, BD y son funciones propias clásicas de los problemas corres: 
pondientes de contorno. Todos los valores propios sn de mullple 

2, Suavidad interior de las soluciones generalizadas, Procedamos 
hora al estudio de la suavidad de las solucionas generalizadas de los 
problemas de contorno para el caso n > 1. Park que los pormenores 
técnicos no obstaculicen la aclaración de la sustancia del problema, 
nos límitaremos a la considoración del caso particular de la eovación 
(2) dol párrafo antacior, a sabor, studiarios | 1d de las 
soluciones generalizadas de los problemas de contorno para la 0cua- 
ción de Poisson (kx, 2.20) 


UNA m 
Necordemos que la solución generalizada del primer problema 














de contorno para la ecuación (7) es la función u (2) de A! (Q) que 

satisface la Jdentidad. Integral 0 
| vuvods= =l fodz, 16) 
El 


para cualquier v € )* (0). y la condición límito u log == y (la fun- 
ción £ € La (0), y la función q es una traza do ciorta función WD do 
M2 (0), es decir, oxiste una función 0 € HI (0) tal que (D jo = 6). 
1 torcer (segundo) problema do con; 

función se (2) de 4% (0) para la cual 








[vervis+ [oras —(práz+  seés w 





9 EL, (00). 
or se desprende: 





cualquiera que son y E 21% (Q) (la función f € La (( 
De los resultados obtenidos cu ol párralo a: 











que ción genoralizada del primer problema de contorao existe, 
es única y satístace la desigualdad 
Jul <C (1 inf [O 10) 
lalo <C (leo + ¿int HOlro) (10) 
al 


con la constante € que no depende ni de f ni de 9. 
La solución generalizada u (=) del tercer problema de contorno 
pora 0 >>0, 0 20, también existe, es única y satisface la des- 


2 CAPV. BOUACIONES. ELIPTICAS 


igualdad 
Mello <C (llo +19 liso) an 
con lo constante € quo no depende ni de f mi de q. 
Examinando ol segundo problema de contorno (9 == 0), suponga- 
mos cumplida la condición en quo éste sea soluble fas+ 





+ ( was =0. Entonces, en la clase de funciones que son ortogo- 


males en ol producto escalar de La (0) a las constantes existe la 
solución generalizada u (s) del segundo problema de contorno y pa 
esta solución tieno logar la ecuación (11). Puesto que todas las 
Gomás soluciones genertlizadas so diferenciando (5) poros suma 
dos constantes, al estudiar la suavidad de las solucionos gonorali- 
zadas del segundo problema de contorno podemos limitarnos al es- 
Pa 
ama 2 L, hm de 

da función u El (dy ue saco Ya ei Sagra! 6) pin aa oda 
v EH (O), En este caso, u E His” (0), y para cualquier par 
demini O, y 0 e domén O, als que O € Y oe tear 


AS AA O 15) 
la constante positiva € = C (0, 
o connacdn. snar 0) y E ibid arhtrarlos del domi- 
no len qu 00 Oe ¿0 Desigummos por 8.> 0 la distancia 
ntrelos contornos 90? y 40” y examinomos la función € (2) que poseo 
Jas siguientos propiedados: £ (2) E C* (Ry), £ (2) ma 4 on (6 (y, con- 
secuentomento, en Q), $ (2) am 0 fuera de 
Sustituyamos on la identidad (3), a título de función y (2), una 
función $ (2) 0 (2), donde o, (2) es una función acbitraria de 11 (0% 
golongada por cero fuera de Q” (es obvio que E (2) ws (2) E Á! (0). 
sto, que Vo = VUY (Eo) = Yu (VE-ve -+ EV0s) = Vu: VE «09 + 
+ Y (64) Vos — UVEVO», la identidad (8) tomará la forma 


Por SPoctz+ $ vivo, de, (13) 


en la cual la función 
0() tu 114) 


pertenece a H1!(Q, es nula fuera de Qiys y coincido con u (2) 
en Qí, mientras que la función 


Fla) =—R— Vu ve 15) 
portaneco aL; (Q”) y se aula fuera de Qi 
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Cabo destacar que en realidad la integración en (13,) so extiendo 
al dominio Gaya, Por ello, esta igualdad tieno Jogor o sólo pare 
Cualquier ve CHE(Q) sino que también para toda vs €" (Qi) 
Sprslgagada arbitrariamente, como un elemento de L, (0), fuera 





A 
'ijamos de modo arbitrario una función 1, (2) perteneciente 
a hi colnenda por onto fsca de O”. Park collie 4 
mi 2 ....n y h arbitrario, 0<1%i<8/2, lo rolación de 
diferencias finitas 
Bao (a) 


será una función de HI (Qi) (1 La (0). Hagamos on (13, do = 
s= 6l,0, (2) para cierto 4 4, 2, n y cierto h, 0<|h|< 
< 6/2. Haciendo uso do la fórmula do «integración por partos» 
(fórmula (9), p. 4, $ 3, cap. 111), obtenemos la iguald: 


[vw de — S a 0) 
clan 








peo ra 














Primoro demostremos la afirmación 
so deduco inmediatamente la acotación 


UP ln (0, 0er + llo (9) 


4) obtenemos ls siguientes desigualdades (con ayud 
O E 





lema para X= O. De (15) 





|[vavoni02 + Rv) la 


<C(%, Qee + ono MV Doa | acero 


Haciendo v = SLU (consideramos que la función U está prolongada 
por cero fuera de Q), obtenemos: 


IL VSNO lia cor <C (O, 0 (cacon + Mu Ns co-) 

para todo ¿=1, 2, ny 0<[h1<82 

acuerdo con el teorema 3, p. 4, $ 3, cap. 111, de esta desi- 
gualdad se desprende que U € H* (07 y 11 Ú llar < C (0, 0% x 
Xx 0 Me ¡y Ni largo). Como sn el dominio QÚ «<a, enton- 
ce :s (Q') y para k — 0 tiene lugar la desigualdad (12). Puesto 
que 0” es un subdominio arbitrario estrictamente jnterior respecto 
a Q, u € His (0). 


sa ahora f E HES* (0). Supongamos que la función u (x) posee 
los, propiedados siguientes: u € MT* (Q); salquier_par d 
A E 
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efectúa, cuando k =m, la desigualdad (12): 
Fui 995€ (0, Lo 00 laica Huber ea) (020) 


y pora cualesquiera a, [a | <m,t=4,2, +... ny 0<|h|< 
<8/2, es válida la igualdad 


[9 (DO) omar dem 


-- L DPP ada | ELLA) Von, (165) 





ondo ts, es una función arbitraria de 27! (07). Señalemos quo para 
el caso m == O las propiedades citadas ya han sido establecidas. 

Puesto quo de (14) y (15) se doduce, en virtud de las suposicionos. 
admitidas, que D*U E HP (07), y, por otra parto, DAP € 41 (0), 
ontonces, teniendo en cuenta el teorema 3, p. 4, $ 3, cap. TI, on 
(16,) se puede pasar al límito para %=- 0. Como resultado, para 
cualesquiera a, | | = m, £== 1, 2, ---, 1, obtenemos la igualdad 


[900 Donnde== al DPP ms), d+ 
a 











+ Í DE (UE) Vip de, 


de la cual provione (la función D%F es nula fuera do uo para 
Lada bm CIP (0) sia 


[OI Drnnde= | O Papande+ [A oa, Viga dz, (13m) 


La última igualdad coincido con (134), sí sustítuimos en ella DIU, 
por U, DE, por F, Da (uVK),, por uVE y Dm41 por Ya Con ello, 
DeU,, € H (0) se anula fuera de Qiys y coincide con D*U, 60 
Qi, mientras que D*F, € La (Q') y se anula fuera de Qja. Puesto 
que la integración en (13.4) se extiende en realidad al dominío 
Oia; en esta igualdad se puedo sustituir Dm, (2) == 8 pUnsa (2). 
1 ,.m, 0<|h|<8/2, dondo tasa es una función 
arbitraria de 72 (0%. Cómo resultado se obtieno 


[ VOL (D'U) Vomeado= 
Ed 





= [Pr ftarands+ al ¡Vomsadz, (Ln) 
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Ex do la dad (12, ta Q,= 1 
A ES 


AA 
Cs (1 y lla): 


Sustituyendo ahora on (16+,) Wmsa = 84 (D%0,,), de nuovo, 
en virtud del toorema 3, p. 4, $ 3, cap. III, resalta que u € HT? (Q) 
y para u (2) es válida la desigualdad (19) cuando k == m + 1. El loma 
está demostrado. 

Del lema 2 se infiere la siguiente afirmación. 

COROLARIO. Supongamos que /E L,(0) y la función uE H' (0) 
satisface, para toda v € H' (0), la identidad integral (8). En este caso, 
Ja función (o) sutioace (as siempre en Q la ecuación (7. 

"Tenemos que demostrar que la suma de ns segundas derivadas 
gonoralizadas xx, + > > » + Uzyx, (acabamos do mostrar que ostas 
derivadas existoo) c.t.p. de Q es igual a la función f. Sustituyamos 
on (8), a título de v (2), una función arbitraria de 4 (0, 0 e 
de Q”. Puesto que u € HP (0), dobido a 

(Au — f) v dz =0, de dondo Au —/ 











= O casi siompro) en Q”, y, poro tanto, también (casi siempro) en Q. 
Ya que las soluciones” generalizadas 'u (x) del primer, segundo 
torcer problemas do contorno para la ecuación ña satisfacen las 








Tasialccas: del loma 2 y las elgunld: les (10) 6 (11) (la solución 
u(=) dol segundo probloma de contorno se supone er > 
La (0) a las constantes), entonces del lema (2) y teorema 2, p. 2, 
«ap. II, se deduce la afirmación siguiente. 

weona 3. Cuando fEL,(0)(1 Hiss(Q), donde k ca] las 
soluciones generalizadas u (x) primer, bj) tercer problemas 
de conte "y la ecuación nm a (casi siem 
ptr le mn E ve 
del dominio Q, O” E 0" E Q, existe una constante positiva 
diente de Q', Q” y k, tal que 


Who SC Nor y + lao «ot LO deca) 


en el caso del primer problema de contorno y 

ASS SAA 
en el caso del segundo y tercer, problemas de contorno (para el segundo 
problema consideramos que | udz=0). 
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Sek>[FJ-t entonces toco Elo. en parte 


cular, cuando Y € La (0) (1 €” (Q), u (2) EC” (0). 

Del toorema 3 se de de que la suavidad de las soluciones 
generalizadas de ls problemas de contoroo para la ecuación (9) 
dentro del dominio Q no depende del tipo de condiciones límites, 
ni de la suavidad del contorno, ni tampoco de la suavidad de la 
función límito, La suavidad interior sólo se determina por la sua- 
vidad del segundo miembro / 5) de la ecuación. El resultado obteni- 
do es altamente exacto: la suavidad de la solución es Superior a la 
del segundo miembro en el valor del orden de la ecuación. 

OBSERVACION, Tratando el caso unidimensional hemos demos- 
trado, en particular, que si el segundo miembro de-la ecuación (7) 
es contínuo, las soluciones generalizadas tendrán derivadas continuns 
hasta el segundo orden inclusive. Una afirmación análoga en el 
caso multidimensional no es válido. Más adelante (on el p. 3 del 
párralo que sigue) daremos un ejemplo de una función f (x), continua 
en Ú, tal quo la solución generalizada del primer problema de con- 
torno para la ecuación de Poisson (7) no portenece a C* (0) (claro 
está que ella pertenece a His (0). 

3. Sunvidad de las soluciones generalizadas de los problemas de 
contorno. En ol punto antecedente hemos establecido la suavidad 
interior de las soluciones generalizadas, es decir, la pertenencia de 
éstas a los espacios He (0) o C* (0) para ciertos e y 1; En esto punto 
estudiaremos la suavidad de las soluciones generalizadas do los 
problemas de contorno por tado el dominio Q, es deci, la pertenencia 
do las soluciones a los espacios M* (Q) o C' (9). Es natural, que lo 
suavidad de una solución «hasta el mismo contorno» depende de la 
suavidad del contorno y de las funciones límites. 

'Supondremos que para cierto k > 0 el contomo 00 € C* 

Examinemos primero el caso cuando las condiciones límites son 
homogéneas. Las soluciones generalizadas del primero o del segundo 
problema contorno*) con condiciones límites homogéneas (la 
función p que es el segundo miembro en las condiciones límites, es 
nula) para la ecuación (7) son funciones delos espacios 71 (0) o HI (0) 
que satisíacen la identidad integral (5) porn toda v de 4 (Q) o 1 (O), 
Tespectivamente (en el caso del segundo problema de contorno los 
Tunciones f y 1 se suponen ortogonales en el producto escalar de 
L, (0) a las constantes). 





























<) Paro simplificar, sos limitamos 8 la consideración de soluciones del 
y do oflgnas de conteo, El estudio de la suavidad de ia so 
Hamas jonsralizados del acer de contorno cos caros requits im 
Fieston Ta función () (de () puede sr electuada del mismo modo. 
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tuonEA 4. St] € II (Q), y 90 E-C*% para cierto k>0, entonces, 
las soluciones generalizados u () del primero y spundo problemas de 
contorno con condiciones límites homogéneas, para la ecuación de Pols- 
son (7) pertenecen a H'* (Q) y satisfacen (en el caso del segundo pro- 


blema de contorno consideramos que f42=0 la desigualdad 


Malla ECU, an 


van da content € >> 0 que no depende de 1 

Sea 2 un punto arbitrario del contorno 90. Elijamos un sistema 
do coordenadas de modo tal que 2” seo el origen de coordenadas y una 
otmal al contorno en esto punto esté orientada a lo largo del ejo Os, 
Tomemos wn número r = 7 (2%) tan pequeño que un trazo del con 
torno 90 N (12 | < 4r) sea un conjunto conexo que se proyecte unf- 
vocamente, a lo largo del eje O,,, en cierto dominio D del plano 
da =0; la ecuación do ln superlicio 90) (J= |< 47) tono por 
expresión 





mv, Pm. 2) ED, 
donde y (2') es una función de C%%(D), y (0)=0, Ya, (0) = 
¿00 oe day, (0) == 0, con la particularidad do que están cumplidas 
las desigualdades 


Mal 








ss mt, ED, (18) 





Entonces el dominio 2 = Of) (2 |< 3r) y, consccuentomento, su 
mubdominio 2 = QN (12 ]<7) se proyectan a lo largo dol ojo 
%, en D, 

'Designemos con Y la parto común de los contornos de los domi- 
pios Q y Q, T = 901 (12 |<'3r), y con To, la parto restanto del 
contorno del dominio €. El conjunto de funciones de Ef (Q) cuya 
traza sobro Tes igual a cero, lo designaremos con Ah (0). 

Sea una función E(MEC" (Ra, Eli paro la l<r, 
8 (a) =0 para [x | >2. Entonces, para una función arbitraria 
vo(z) de DE(Q) (de H*(Q), la función v(z), igunl a la función 
Y(a) ve (2) en £ y nula en todos los demás puntos del dominio Q, 


pertoneco a HI! (Q) (UI (Q)). Sustituyendo esta función v (2) en (8), 











7) ral ocio uo, que es stción del trar problema 
A A 
para Hero Ss Os ente (0 EU (O) se cup a deniualdad UN 
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obteadremos, igual que en el punto anterior, la igualdad 
Í VU Vo, dz = f Fosdz+ Í UVEVE, dz, 10) 


donde 1, cs una función arbitraria de 44 (0) en el caso del primer 
roblema de contorno y ¡una función arbitraria de 47 (Q), en e coso 
ol segundo problema de contorno; las funciones £ (2) y U (2) 80 





Pl 





dolía igualdades (14) (15) en 1: Jo figura la función 
E e acaban de Intesdncl. E ovtdena que D (o) ELIO) 
CAOS 


transformación 





Mz ld cd, pa — 4) (20) 





representa biunivocamente los dominios Q y Y on ciertos domi- 
alos «a y o”, slondo maftari iano correspondiente. 
TL fulgonas de las supericos E y Ty las denlgnaremos mo- 
dlanto y Y Y, respectivamente. Las funciones U (2), u(2) .- 
dofínidas an el dominio Q se convierten, como resultado de la trans- 
Tormación (20), on las funciones U (y), (1), - + [comsrvemos para 
ellas las designaciones anteriores), definidas en ol dominio wo. Ade- 
más, U (y) = u (y) on 6, mientras que para cierto $ >0 las fun- 
ciones U (y) y F (y) son nulas en los puntos dol conjunto (0 N Ge 
dondo ¿es un subdominio del dominio w que se compone de todos 
“aquellos puntos que dístan de yy más de $, 

Puesto que para EQ (y E a) se tiene Us = Uy, — Usada 
siendo ¿=4, .... n—1, y Oz, = Us,» entonces 

1 E 











E 
VU 900 OU Y (Us o,, +U sao, ) oy + Us, 
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y. por ello, la igualdad (19) en nuevas variables tieno la forma 


S VU dy > S Fosdy+ $ 2 Ar roy dy + 


+1 3 Dif 0009, dy (AN) 
donde Ar Ani a, Para dm md, Fees de 
Ay == O para todos los demás y J: Biy == 84 — Ay Sy 
ls) Bu=t, b=1,.... n. Es evidente que pe, 
By, € C** (6) para todo i y j; además, en virtud de (18) 








MUWISE LIL EN. (22) 


Ya que las funciones U (y) y F (4) son nulas on 60 Gaya, la 
igualdad (24,) tiene lugar no sólo para toda u, (y) de 4 (0) o de 
sino para cualquier 1, (y) de y (Gs,2) (prolongada arbltra- 
e fuera de (yy, como función de Z, (w)) o, respoctivamento, 
de Hi (Gs) (prolongada arbitrariamonto fuera do «yy, como fun- 
ción de La (o). 

¡omanos 1 función cualquier (9), prencente (o) 
¿4 £0) y prolongada por cera fuer de 0, 3 hagamos en (244) de 

mm Sly, para ciertos 1-< ny 0 < 1/1 <8/2 (1 función do Cp 
eco, evidentemente, a A (Day) N La (0), ya pela 
a 10 (ep) 0 La (o): La igualdad (21,) tomará la forma 


[Vs (6h0) Vatidy =— | FS au dy + 











+j 3 Sid rt] Y nde (2 


(señalemos que la integración en esta igualdad se ofoctún no por todo 
ol dominio «, sino por su subdominio Syyy; por cello, todos los inte- 
grandos en (23,) están definidos). 
Del teoremo 4, p. 4. $3, cap. 111, se deduce que 
| [ 28240: [<P luso Pr lor EZ Deco | 190% Haza (26) 


0005 
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Antes de acotar la sogunda integral en el segundo miembro do 
(23,), descompongámosla en dos sumandos 


Y Y Gloria] Y AS o dy + 
ES EA 


+5 Y 8490, (5) 
d 
Haciéndolo, hemos hecho uso de la Igualdad, válida para cuales- 
quiera f y £ arbitrarias: 
8er eS 8, 


led Ma Yioayo + ++ Vado 
de, sudo 2h 2 


M A! ( Z 18:0,,1) ( 3 TS 








donde gh (y) vo 
a do 








<5 VAS Up?) "-V5(3 0) w< 
io A 
SH 11 VO esos 1er] lato) — (269) 
Acotemos el segundo sumando en ) junto con la tercera 


integral dol sogundo miembro de la igualdad (234). que las 
funciones Ay Y By son continuamento diferenciables de (5, entonces 





lí 3, AU d+ | 330, 101,40 |< 
po 


Zofiimal 1004) Braco) << Ca ll loro (Vos lia cop (270) 


donde la constante €, a de ¡de Y 
"De (23), en vista de (244) — (27,), ten 


[[vanwa|< 








<P loco + EM VSLO | lezcos Ca lu hor co 1101! Mearor> (289) 


Haciendo en esta desigualdad 1, = SLU, y empleando la de- 
sigualdad 
WWlisw=1F (la o<C (ac +lullmo) (2%) 
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que se desprende de (15) (la constante C, depende sólo de la función E, 
es decir, sólo del dominio Q), así como las desigualdades (10) 6 (11), 
en las que q == O (entonces, en (10) inf Y O llo, = 0), obtendremos 
la acotación 
NIDAD] lla <C Vero At 
de la cual, a su vez, se deduce (teorema 4, p. 
todas las sogundas derivadas generalizadas 
cspción de D, pertenecen a L, (u) y para ellas tiene lugar la 
dosigualdad ¡PO Ukuey <-C UI lame» Por lo tanto, pora las 
derivadas correspondientes de lo función u (4) tenemos 
ly lo CN Mas co 

Para acotar uy,», en o” hagamos uso del corolario al lema 2, 

conformo con el cuel Ayu = / casi siempre en Q, y, por lo tanto, casi 


siempre en Q. Al introducir nuevas voriablos, esta igualdad tendrá 
por expresión: 


nt, 


. $3, cap. 11D) que 
IES 




















mW Zo 
Ay (9) 2 Y Uan lr 27 1 2, o (0 

de dondo, para todo y € w” 

(4 Y o, 


/(4)+2 3 rro tay -3 dan Hi a 00) 
Puesto que y€C** (D) para k3=0, entonces Uy, y, € La(a) y 
Mita, yy toco") const | / lizeoy> 


Do esto modo queda establecido que para todo punto 2 € 90 

existen números positivos r = r (2%) y C =C (2%), tales que u (2) € 

EMON (2 1<r (o) y que so ofectón la dosigualdad 
loo conon=aorr ven EC (20) Naco 

Del cubrimiento del contorno IQ compuesto de los conjuntos 

90N (1 — | <r(29) para cualesquiera 3* € 90 escojamos un 

subeubrimiento finito 90 1 l= ==" | <r (ahii, 2 0 No. 


Entonces, existo un número d,>0 tal que 0.0, UN 

N (za 1<r (e). E 
tor consiguiente, (HE HON Oo) y Mi limon) < 
<C4 NIF ko donde C, es une constante positiva. Mas, según 
sos 
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el teorema 3, u() EM (Quad y Mu leo < Ca / lion 
Por lo tanto, € H*(Q) y lu lleg <C ¡lÍ liso» donde la 
constante C > 0 no depende de /. Do esto modo queda demostrado 
el tooromo 4 para k =0. 

Ses kun número natural cualquiera. En virtud del teorema 
sobre la suavidad interior de soluciones generalizadas (teorema 3) 
ss suficiente, igual que para k = 0. establecer que para todo punto 
límite 2? existen unos números 1 =r(2)>Ú0 y C=C(>0 
¿e UE ON (PSA) y tiene luar la de 
jolda 








Melgar sonara ro E Uri 

(s0 puedo admitir que 2% es el origen de coordenadas y el eje Ora 
está dirigido a lo largo de non normal a 20 en dicho punto). Para 
ello, debido a la suavidad do la transformación (20) (suavidad dol 
contorno), basta mostrar que u (y) E AR* (0) y Nu loas, < 
<CN/ lao 

Ya hemos demostrado quo (E M(0% lu lines < 
<< C/ len y, ¡demás, so realiza la igualdad (23, Siguiendo el 
squora, yA usado en la demostración del lora 2 del páreafo anterior, 
mostremos que pura todo m=1,2.,-., k, EH" (o), 
Wu llymos¡o», < CM liymoy Y tieno lugar la igualdad 


| VID") Vena dy= 











[OF indy] Y AS ndo 24 + 
+5 Y 0" ja (omndo de, (23m) 
Er 

que es válida para cualesquiera a = (a, +1 Las 0), a] <m, 
ll... n—1,0<|h|<8/, vns, € $ (a) en el caso del 
primor problema de contorno, y Us, E M* (1), en el caso del segundo 
problema de contorno, Demostremos esta afirmación para m = 1. 
Pasomos en la igunidad (234) al lito para A => 0 € integromos 
por partes el primor sumando del segundo miembro de la igualdad 

obtenida. De resultas tendremos la ecuación 


S VU vody= $ Pda +] 2 (AO door, 00H 
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válida para toda o 1H; (o) para el primer problema de contorno 
Ha), para 21 segundo probleme de" contoro. 
lasd (24) para U,, se diferencia de la (244) para U 
sólo porque los funciones F. AU, Bukoju están sustituidas en 
la primera por F,, (AU), (Bio /u)y» respectivamente, y la 
Tunción va está reemplazada. por o, de las mismas propiedades, 
Haciendo en (21) u, (9) = 82,0: (9), $<m 0<141<8/2, 
donde va (y) es una función arbitraria de Mj (w) (de H? (0) Ad 
do por cero fuera de «, obtendremos una igualdad análoga 
a (23) 


$ VISO) Vos dy 









| Pb iody + 


Y ALO da) (cda, dy 





+f $ 885,0, 


dy. (23) 





Como en el caro anterior, acolemos las integrales en ol segundo 


micmbro de ). Por analogía teneme 
O ca a pS PEI Y Poo 


que y EC (D), entonces F (y) € HI (o) 
M Fsybaos de [<!l Enlaces 11 Vol lla cor (24) 








Por analogía con (25) dividamos la segunda integra], on el s0- 
gundo miembro de (23,) en dos sumandos eS 


IA 


A EN 


+Í Y IU, o +8 AG Ur 00d, dy. (25) 
Empleando (22), acolemos el primer somando en (25) 
| SAL 4 (cd, de |< 





21 (0d dy + 
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Dado que las funciones A, y By pertenecen a C*% (8), k >1, 
por o tanto, le suma del sepíado Slbando en (15) con a terorra 
ap a segundo miembro de (23,) se acota de la manera sí- 
pr 


[LX Scan +8 490,9] 0,214 


A 





+f Y SUD gado) a de << const col Von lay (27) 


EN 
Valiéndoso de (24,) — (27,), obteoemos de (23) la desigualdad 

| ver vod|< 
(1 Fsy tacos + FRI VSRU y liza + omst ut ico) | Vos izcoyo 
Eadyi nt, 


Hagamos en esta desigualdad 0, (y) = 8%, 
acotación 





nto 
(4), y recurriendo a la 





VE llo <C (aros + loro) 


y se desprendo do (15), y a la acotación (17), ya demostrada para 
= 0, tenemos: 


MEVSRO y, | lleacos const [1 loros 





e bt , 0<IM<82 
Quiero decir, que en a existen derivadas goneralizadas Uy yy 
2, Lom4, .... n— 1, que pertenecen a La (0) 










p=1 ” eS 
y desigualdad [ú,a, 11 < const 11 bono» 
Con ol fin de acotar las restantes terceras derivadas Uy y, 

.. 2, hagamos uso de la ecuación (30). Dorivándolo 
echo 5 yp para p < m, resol que para lodo y de esto 
pagas, E Lo (0) y que l5,3,32 M tau <E MY Mao 
lrivosdo (80) tespacio a Jas fetola que Ways, E La (0) 
Y Mrnyrga ll tata << EMI M roo 

De" “esta manera hemos demostrado que (y) €M% (0% 
Ill arar < € 1] ll uo Y para cualesquiera Ls =4, -... n=, 
0</%1<8/2 y 0 € H; (0) (0, EH! (u)) se realiza lo igualdad 
(23). Ropitiendo esta procedimiento m veces (m < X), obtendremos: 
UE H7* (o), (13 1 po, <C LY llamo, Y tiene Jugar la igual 
dad (23m). El teorema está demostrado. 
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Establezcamos ahora en qué sentido las soluciones generalizadas 
en consideración satisfacen los condiciones límites. En el primer 
problema de contorno, de la definición u € ZÉ (Q)) se deduco in- 
Tmodiatamente que la solución tieno an 9Q una traza nula: u log *= O. 

Mostremos que en el caso del segundo problema de contorno la 
solución satisface la condición límite en el sentido siguiente: 
Valsa: = 0, donde n es un vector de la normal exterior a 20, 
[m1 =4, y Vu log es un vector cuyas componentes Ux, leg, £ == 
=d,..., m son trazas en 00 de las funciones us, pertenecientes 
a HQ) 

En efocto, como u € H* (Q), entonces de la fórmula de Ostrogradski 
obtenemos de (8) la igualdad —* 





remsar - j (8u—/)udz, 


quo os válida para toda v € 21! (0) (aquí, Yuen = Vu |aq:n). Puesto 
que Au == f casi siompro on Q, entonces 


Hi dd 


do dondo so deduco la igualdad requerida, ya que, en virtud dol too- 
roma 2 pa 2, 44, cap. TIL el conjunto de trazas 0 Jo de una fun 
ción de Hi (Q) es siompro denso en La (90). 

Designomos en lo sucesivo la expresión Yu [egin modianto 


Gi loa: Señalemos que sí u EC (0) (1 H(Q), entoncos la función 


dE sg, como olomento de Za (90), coincido con la derivada $, 


obtenida según una normal, de la función u en el contomo 00. 
La desiguación ¿e [aq resulta tambión natural en el sentido do que 
dde una función de /7! (Q) tal que su traza on ¿0 coincide con 
AOS 














*) Be suficiente construir tal función en OQ para cierto $ >0. Dado 
que 99 E CA, entonces para todo punto = € QQ siendo $ > 0 suficientemente 
Pequeño, existo el único punto y — y (2 € 60,1 y —x 1 <8, tal que el vector 
Leal cantado largo He a nrmal (y) e contorno 29 om l punto y. 

tunción “Va (2) n (y (2) pertence 2 MU(ONO) Y 5u traza on 000 
Va (2)=n (9 (9) 199 = Vray a (2) = 2 
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Así, pues, cuando 9Q EC”, la solución generalizada del segundo") 
problema de contorno satisjace la siguiente condición límite 


Pa 
HL, -0 
De los teoremas 4 y y delos teoremas 2 y 3, p.2, $ 6, cap. HI, 
en particular se dosprende, ds 


rronena 5. Sea [EAT (O), Cuanto 90 ECIEÍ, da solu 
clón generalizada del primer problema de contorno para la ecuación (1) 
con una condición límite homogénea es la solución clásica de este pro- 
blema. Cuando 00 €CHZIS, la solución generalizada del se 
problema de contorno para la ecuación (1) con una condición límite 
homogénea es la solución clásica de este problema. 

Exominemos ahora la suavidad de las soluciones genoralizad: 
us todo el dominio pora las condiciones límites no homogéneas. 
Limitómonos al primer probloma de contorno. 

Sen la función u (2) una solución generalizada del primer 
blema do contorno, es decir, esta función perteneco a 40 (0) y 
face, para enalquior 1.€4'(Q), la identidad integral (8) y la 

¡ón Jímito 0 bo = 9. 

¡pongamos que para un £o>0 tenemos: / EI (Q), 90 ECM 
y Ja, función límite «q es una traza en 40 de cierta función (D de 
41?" (Q) (para que y pueda ser ua traza en 60 de una función per- 

iento an J16% (O). es suficiente; en vista del tecrama 2, p. 2, 
$ 4, cap, 111, que y pertenezca a Cl" (9Q)). Mostremos quo en esto 
caso 1 EA (O). 

Examinomos una función 3 == u — 4D. Está claro que « € A (0) 
y para toda e € 11% (Q) satistaco Ja identidad integral 


VD dz — | YOyeda— | fudz 
peo pl 






































o, lo que es lo mismo, en virtud de la fórmula de Ostrogradski, la 
identidad: integral 


[verás [pes 
dondo fi =/— A, Puesto que fa € JI*(Q), entonces, en virtud 


del tcorema 4, z € H%* (Q). Por esto, la solución genoralizada U == 
=2+0€18'(Q). La afirmación está demostrada. 
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4, Suavidad de las funciones propias generalizadas. Seo u(2) 
una función propia generalizada del primero, segundo o tercero pro- 
blemas de contorno para el operador de Laplace, y sea A el valor 
opio, correspondiente. Entoncas, pera cualqu vEÍO) tiene: 
lugar la igualdad 





[Po -+f moda, 


quo coincide con la igualdad (8) cuando f = %u. Puesto que Ju 
€ H' (0) y, con mayor razón, hu € L; (Q), entonces del teorema 
provieno que u € Me (0) y casi siempre en Q se cumple la Igualdad 
Au da (a. 

Do esto modo, la función %u que figura om el segundo miembro do (28) 
pertenece a Hue (0) M1 La (0). Por ello, aplicando el teorema 3 otro 
voz, obtendremos: 4 € he (0), vto. 

Por consiguiente, u € Hi, (0) ¡Perepsealaulo X. Según el tero- 
ma 2, p. 2, $0, cap. 1. u (2) € Co ( 

Queda así domustrado 

mronrma €. Las funciones propias generalizados del primero, 
segundo y tercero problemas de contorno para el operador de Laplace 
son indefinidamente diferenciables en Q y satisfacen la ecuación (31). 

La suavidad de las funciones propias generalizadas se doteraina 
en todo el dominio por la suavidad del contorno. 

wruonmaa +. Sl, para k => 2, 00 € C*, entonces foda función propi 
generalizada u (2) dl primero o segundo problema de conterno para el 
operador de Laplace pertenece a H* (Q) y satisjace la condición limit 
correspondiente. (u ly = Ú para el primer problema de contorno y 
dulón. laz == 0, para el segundo problema de contorno). Las funciones 
propias generalizados del primer problema de contorno para k > [3] + 
+1 y del segundo problema de contorno para e>[3j+2 son 
funciones propias clásicas*). 

Dado que 9QEC* y EM) L,(Q), entonces, en virtud 
del tooroma 4, u EH? (). Si 90 EC?, en vista del mismo teorer 
€ H* (Q). Cuando 40 E C*, de 




















dela incorporación u £ 27 (0) se de 
que le € HO), ete. De sete modo Hegamos a que si ¿0 € 
es u pertenacerá a 4 (O). 

os Fara el ercer probar de contorno tiene logar la siguiente afirmación 
sec eo) por ero Le da ere ida Janción propia 
E rd pm de rta para cioperada de Laplace perineal (0). 
Com eo, (22 0u)|,, = 0. Además, 582 > [3] 2, entonces Ls funciones 


propias generalizados deL tercer problema de conterno sun funciones propias el 
a 
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Además. segin ltoorna 5 ls funciones propias avneralzadas 


pertenecen a C=(Q) y satisfacen la ecuació 
si k>[5] +1, en virtud del teorema 3, p. 2, $ 6, cap. III, 


ue CO  2> [E] +2 uE 0*(0). Por consi 
guiente, conforme a los resultados obtenidos en el p. 1, $ 5, cap. 111, 
En función propia u del primor problema de comtoruo, para k > 


>[] +1, satistaco en el sentido clásico la condición Mímito 
us lso 0, mientras que la función propia u del segundo problema 
de contomo para k>[3] +2 satisfaco, en el mismo sentido, la 











condición límite 32 lso = 0. El teorema queda demostrado. 
5. Sobre ol desarrollo en series según funciones propi 
ls a, - - + un sistema do todas las funciones propias gene 
del pfimero (segundo) problema de contorno 
Laplaco, y 802 Ay» hy - -» un sistema correspondiente de valores 
propios, Según lo demostrado (teorema 3, p. 3, $ 4), el sistema 
5 la hase ortonormal del espacio La (Q). Esto signi 
función arbitraria f € La (0) puedo ser representada on 
qa, sera de Pourter omg coalquira de ato sstomas, 


1= Y 


So 
izada 
































Im Us timdigon (82) 


Supongamos que para cierto % >1 la función f € 4% (Q). Sus 
series do Pourier respecto de las funciones propias del primero y 
segundo problemas de contorno convergen, por supuesto, hacia / 
TACO) No obetante, en la norma do ZA (Q) y hasta en ls normas 
de (O). 0< Y < hsestas serios, en ol caso general, no convergen. 
Por ojomplo, la serio de Fourior según el sistema de funciones propi 
«del primer problema de contorno de la función f, (2), que es igual 
4.1 bn Q, no puedo converger en la norma A (0), cualquiera que 
“on de >1. En electo, sl sta serio fuese convergente en la norma de 
(O), sería infaliblemento convergente hacia fo (2), lo que está 
oxcluldo, ya que la suma de una serío con los elementos de 41 (Q) 
y convergente en H (0) debe pertenecer a JÍ*(Q). 

Para que la serio de Fourier de una función j do J1* (0) convorja 
a ata fanción o 27 (0) se debo exigir que atistaa ciertas condl 
<ionos limites. 

Ináiguemos que pra quel sere do Fourier (99) de ls fanción . 
desarrollada según el sistema de funciones propias del primer pro- 
“blema de contorno para el operador do Laplace converja en la norma 
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del espacio Af (Q), es suficiente (teorema 3, p. 3 del párrafo anterior) 
y necesario (como acabamos de demostrar) que / € ÁT (Q). 


Designemos por 1% (Q), para k >, un subespacio del espacio 
HP" (Q), compuesto de todas las funciones f para las cuales 


Plo9=0. «0. TY poo. 
Por HS (Q) vamos a entender el espacio L, (Q), Cabe destacar, 
que en vista del teorema 2, p. 3, $ 5, cap. III, 45 (0) = MM (0). 
Designemos por H'y: (0), para k >2, un subespacio del espacio 
2 (0), compuesto de todas las funciones / para las cuales 











Por Hx(Q) vamos a entender el espacio La (0), y por HO), 
el espacio 213 (0). 

uiua o. Sea 0QEC* para clerto k >1. Existe una constante 
€ >0 fal que para toda función | de Hi (Q) o para toda función ] 
de H' so (Q), ortogonal a las constantes en el producto escalar de La (Q), 
tiene lugar la desigualdad 


Mar CUA? Yeso (33) 
slk es par, y la desigualdad 


MMC NAF Muros (68) 





al k es impar, 
Exomínomos primero ol caso cuando k, k == 2p os par. Demostre- 
mos el lema por inducción respecto a p. Establezcamos la acotación 


pd, para 2 a tn JE HZQ) (.s(Q). Desiguemos con F la 
cid /. Entonces, f (z) casi siempre en Q satisface la ecuación 


de Poisson 
Aj=F. (54) 


Además, por definición del espacio H3 (Q) (HMy4(0)), u 104 =0 
(correspondientemente, 2 | ag = 0). 











Multilicando (34) por v € A (9) arbitraria y aplicando la fór- 
mula de Ostrogradsk), resulta que 4 es la solución generalizada del 
primero (segundo) Pra de contorno para la ecuación (34). Por 
ello, a validez do la desigualdad (33) para k == 2 se deduce del teo- 
ema 3. 
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Supongamos que la desigualdad (33) se ha establecido pora 

k=2p, y sea EME O) UR" (0). Dado que en este coso la 

Tunción F = Af pertenece » HZ(O) (EZ(0), tenemos 
ES TAS 


Pero / (2) es lo solución generalizada del primero (segundo) 
pobla de contorno para lo seració (3%), por Jo que, en vir 
lel teorema 4, 
Villar SCAN F lag S CUA lea 

Sea, ahora, l impor. Para X= 1 la igualdad (33') es trivial. 
Supongamos que esta ecuación está obtenida para k =2p — 1. 
p>1. Demostrámosla paro k=2p+4. Seo /EHZ"*(0) 
(71 (0). Entonces P (2) =— BJ EMS 0) MI" (0). Soxin 
el Ícorema 4 y la suposición de inducción tenemos 

llene EC lar y EC PAE lar C 11897 lor 
El lema está demostrado. 

srronema s. Sea el contorno 9QEC*, k>1, Para que una fun- 
ción f sea desarrollable en la serie de Fourier (32) según el sistema de 
funciones propias del primero (segundo) problema de contorno para el 
operador de Laplace, convergente en la norma del espacio ON 
es necesario y sujiciente que J pertenezca a Hz (Q) UI. (0). SUSE 


€ Mz (0) (ITy- (0). entonces la serie Y, J31%y1% converge y, ade 
máx, extste una constante positiva C. Independiente de f. tal q 





OS (5 


pexosrnaion. De la igualdad (31) y 01 teoroma 7 se desprende 
quo si 2Q € C*, entonces las fonciones propias generalizad: ri 
hero (sogundo) problema de contorno para el operador de Laplaco 
_portenecen a Miz (Q) (AQ). Por esta razón, si la serie de Fourier 
de la función f € A* (0), formada según las funciones propias del pri- 
"mero (segundo) peol contorno, convergo en la norma de 
HQ), entonces /€ M3 (Q) (ILyAQ). La necesi 
trado. 

Seo, ahora, $ € Hiz (0) (UIIp(Q). Mostromos la validez de la 
desigualdad (35). Supongamos primero que X es par, k = 2p, p >1. 
Designemos con y, los coeficientes de Fourier de la función AP/: qa = 








1d está demos- 
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= (APf, uuuo- Aplicando la fórmula de Green, tenemos 


e = (07%, sra (87, Ario = 
O A TAE A 


Yo que la función AU/ELA(O), Butt lao, por lo «uo 
¿nt Pa Á Hao» y. consecuontecsento, tiens logar la avidonte 


igualdad (85). Si k=2p-+1, la función AP/EHY(Q)(HO)), Por 
esta razón, según ol teoroma 3, p. 3, $ 1, so verifica la desigual- 
des EIA ECHAY lio). de la cual so deduco la (35). 
Designemos con S(s) una suma parcial de la serio (82). Es 
obvio que para todo m1, 2, ... SE Hz (0) (0)> 
Cuando k==2p, on vista de (33) y (35) (sea m>1>1), tenemos 


US S li CNA SS 0 lo 














01,300 nc 3 no 





ara m, (=> 00. Esto significa que la sorie (32) convergo hacia / en 


SIA == 2p + 1, la demostración so leva a cabo do manera aná 
1oga, empleando las desigualdades (33”). El tooroma está demostrado. 
TROIEMA %. Supongamos que el contorno 00 del dominio Q pertenece 


4.0 para un k >[5 | +1. En este caso, toda función Y de Hz (0) 
(UL yo(Q)) se desarrolla en la serie de Fourier (32) según las funciones 


proplas del primero (segundo) problema de contorno para el operador 
de Laplace, con la particularidad de que esta serie es convergente en 


cora. 
Del teorema 3, p. 2, $ 6, cap. HI, proviene quo al espacio 
CEEI (0) pertenccon tanto la función / (2) como 


jones propias ss (2) yo Junto con elas, dde las su 
ma) 










tante Cno depende ni de m ni de í. Según el teorema (S), 
MS — Si Muro > D para my t=r 00. Por eso, 
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MS — SiN 0 cundo m, ¿-=00. Por lo tanto, la 





sorio (32) convergo en C*-LEI3(Q), El torema está demostrado, 
6, Generalizaciones. El mótodo con ol quo estudiamos en los 
pp. 2 y 8 la suavidad delas soluciones goncralizadas de los problemas 
de contono para la ecuación de Poisson, puede aplicarso tambiét 
estudior la suavidad de las soluciones generalizadas de los problemas 
de contorno para ecuaciones más generales. Sea, por ejemplo, u (2) 
una solución generalizada del primer problema de contorno 
Lu div (o V0—a()u=/ 70 (08) 
ula = 0 
VEL, (O), k(2) ECO, a (2) EC (0), k(2) >% >0). 


Si E) EC" O) a(1 ECO) y 112) EL (0) N Moe ( 
Jara cierto p >0, entonces u (2) E Mt? (0). En particular, 
úprimer problema de Contorno para el 











operador de Laplaco perte XQ). 

en adición el "contorno 2Q E CHS y JE” (Q), entoness 
u (a) €.H** (0), y, en particular, cualquier función propía, gonera- 
laudo de, primar Problema de conarno pre al operado: 2 parto 
nece a H0(0) 

Resultados del todo análogos tienen también Jugar para solu 
ciones generalizadas del sogundo y del tercer problemas de contorno 
para las ecuaciones (36) y las funciones propias correspondientes del 
operador %. 














3. Soluciones clásicas 
las ecuaciones de Laplace 
y de Poisson 


A Funciones armónicas. Potenciales. Una función cun (8 
Mama armónica en el domino Q (o en sIgún confunto abierto) 
:spacio Ft, ai es dos veces continvamento diferenciable en Q y én 
todo punto x € Q satisface la ecuación de Laplace 
Au m0. w 

Es fácil dar otra definición equivalente de función armónica, 
en términos de los espacios AX (como siempre, las funciones so con- 
sideran iguales, si coinciden en casi todo punto). 

"Une función u (z) perteneciente » Moe (0), donde Q os un de- 
minio del espacio ft, se llama armónica en Q, si entístaco la Identi- 
dad integral 














í Vuyodz=0, 10) 
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cualesquiera que sean las funciones v € A! (O), terminales en Q 
(es decir, iguales a cero casi siempre en ON Q” para cierto Q' € 0). 
la función u (2) de C* (Q) es armónica en el dominio Q, 

evidentemente, pertenece al espacio Me (0). Multipliquem 

xr vna función arbitrario y E H? (Q), terminal en Q, e integremos 
la igualdad obtenida en el dominio Q. Mediante la fórmula de Ostro- 
gradski hallamos que la función u satisface la identidad integral (2). 

Sea, ahora, que la fanción u € Mo: (0) y satisface la identidad 
integral (2) para todas las funciones 0 que son terminales en Q y 
úporteuecen a 77* (0). Tomemos un subdominio arbitrario Q” que 508 
estrictamente interior respecto a Q. Puesto que la función 1 € 17? (0) 


y satistaco la identidad [ Yuyodz =0 para toda vE A (0”, 
























mtonces, de acuerdo con el loma 2, p. 2 del párrafo antorjor y del 
toorema 2, p. 2, $ 6, cap. TIT, resulta que u € C-(Q). Además, la 
función u satisface en Q” la ecuación (1) (vénse el corolario al le 2 
del párralo anterior). Ya que Q* es arbltrario, la función u (2) perte- 
nece a Co (0). y en ( satislaco la ecuación (1), es decir, es armónica. 

Si la función u es armónica en Q y dos veces continuam difo- 
ronciable en Q, entonces, integrando la igualdad (1) en Q y haciendo 
uso del teorema de Ostrogradski, obtenemos la igualdad 








el a ba 0) 


que_con frecuencia es 





¡plearemos en lo sucesivo, 


Sea $ un punto arbitrario de Aly, y 7 = [2 — E |. Puesto que 
paro la función /, que sólo dependoZde 7, Af == fp + 2 aa 
entonces la función armónica u, que sólo dependo de r, satisface ln 


ecuación diferencial ordinaria uy, + u, 0. Una solución 
general de esta scvación en el semieje />0 tiono por expresión 
ls He cuando n>2, y calmr+ cy cuando n= 2, dondo co 


Y es son constantes arbitrarias. Por ello, todas las funciones que son 
armónicas por todo el espacio (a excepción del punto x = E) y que 
sólo dependen de |z —E |, tienen por expresiones ral +0 
para n>2 y cy In [2 — E 14 cp, para n = 2 (cs y ey son constentos 
Srbitraras). 

Uva función 





e 
U0—Y= Y (5 
1 Himirl 2, 
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que es armónica en Ry 3, (z = E) y en la que a, es el área do ls 
Suporficie de naa esfera unitaria, so denomina solución fundamental 
“ie ln ecuación de Laplace. Esta función desempeña 'un papel iu 
portant en el studio de ls soluciones de las ocunciones de Lopleo 
Y de Poisson. 
ra toda función medible p, (E), acotada en el dominio Q, 
está definida para todo z la función 
mol [reos 0] 


Mamada potencial volumétrico de densidad 9. 
Para cualesquiera funciones 0, (E) y pa ($) intograblos en AQ 
están dofínidas para todo x€ Ra >, 00 las funciones. 











m e AO (eS Ú 
la a [o Sy, m 


amadas potenciales de capa simple y de capa doble cuyas densidades 
son Pa Y Pu respectivamente. 

Con os potenciales (5), (0) y (7) ya estamos familiarizados. En ol 
y. 4,40, cap. IT (tooroma 4) fue demostrado que toda función 
uu (2) de C* (Q) puedo ser ropresentada en forena de vna sumo de tres 
Suumandos: potencial volumétrico de densidad Au, potencial de capa 


simplo do densidad — 2, y potencial de capa doble de densidad u; 
uo- j U a as 


NO 
e 


Si la función u € C*(Q) y, además, es armónica en Q, entonces 
do (8) so desprende que para cualquier z € Q 


st) | (LO Ra) o 


exa 1. El potencial de capa simple y el de capa doble son funciones 
armónicas en Ha 00. 

Sea 2% un punto arbitrario de R, *. 20, y sea 8 > 0 la distancia 
de esto punto al contorno 20. Los integrandos en (6) y (7), siendo 
funciones de la variable E, E 30, pertenecen, para todos z dispues- 
tos en la bola (12 —=? |< 8/2), a L, (30), y Siendo funciones dela 
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variable x, para casí todo E de 20, pertenecen a C” (1221 < 
<8/2). Además, para cualesquiera $£90 y xde la bola (| 7 — 22 |< 
<8/2) tienen lugar las acotaciones |DZU(E—HI<C, 
po 2 | <C, donde a =(%, ..., an) es arbitrario y la 
“onstanto C > 0 sólo depondo de 8 y a. Por lo tanto, 

[DU (—DABISCIA LA 
A 0 |<CIA ml 
Entonces, sogún el teorema 7, p. 7, $ 4, cap. II, los funciones u, (2) 


Y 194 son indefinidamente diloenciables en la bola (12 "| < 
<0/2) y 














Du (9 [02060 


Dz or jos AS 


cualquiera que sen cs. En portical 
Am > [A0AV 9450 





Aula) no 5 AU (DAS =0, 


puesto que AyÚ (2 — E) = O pora 25% $. 
zea 2, St po (3) € CO), entonces el potencial volumétrico uy (3) 


pertenece a C* (Q) 11 C* (9) y para todo z € Q satisface la ecuación de 
Polsson Aus = Po- 


Del hecho de que la función p, es mediblo y acotada on Q se des- 
prondo (véase p. 12, $4, cap. 11) que uy EC:(Q) y 
A 
Si po (3) € C* (0), tenemos, en virtud de la fórmula de Ostrogradaki, 
| VEO qa [VEDA €) dSy 





2 
donde mi (3) = cos (%, EN es una fonción continua en 20. 
7 
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El primer sumando del segundo miembro de esta igualdad es un 
potencial volumétrico de densidad ¿2*, continua en 7, Por lo tanto, 
este sumando pertenece a C* (7). El segundo sumando es un potencial 
o capa simple de densidad pun;, continuo en 20, y pertenece, según 
ol lema 4, a C” (Q). Por esta razón, la función us € C* (0) N) C* (0), 
"Tomemos una función arbitraria y de C* (Q) que sen terminal en Q. 


Puesto que y], =3E|,, =0, de (8) para todo =€Q: 
0 UCI 7) 














,ndo a las funciones 1 y us la fórmula de Groen y empleando 
:anora consecutiva el teorema de Fubini (toorema 10, p. 4, 
$ 1, cap. 1) y la igualdad (10), obtenemos: 


j 90) Aa dem | Ap (2)-u0 (2) dx 








ol VD mp) dr 
e 

jr G U—HAY(Ddz) di 
-Í TES 


Do esto modo, para toda función y de C*(Z), torminal eu Q, 
tione lugar la igualdad 


Í (2) (duela) —po(2)) dz.=0, 


e ado e dsrpesdo que Bo y 8 Ella 2 tá doce. 

2, Propiedades principales de las funciones armónicas. Ahora, 
ostablercamos algunas propiedades importantes de, las funciones 
armónicas. 

TEOREMA 1 (primer teorema do la media), Sea u (2) una función 
armónica en el dominio Q, y sex un punto absirara de Q. Entorca, 
para cualquier r, O <r < d, donde d es la distancia del punto z al 
contorno d0, se realiza la igualdad 








de AS. us» 


Puesto que ln O CUE <a e función 
puede aplicarse en el dominio (| E —= |<) la fórmula (9). En vis- 
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la de esta fórmula, para n >2 (cuendo n = 2, los razonemientos 
son los mismos) 


0 | A 


te 
Ñ 
ele 
O 
-— 5 | Bs Ss 
em 


ya que en la eslera Uri=a 
ñ 
= E 2 


A 


La fórmula m ahora se desprende de la (3) 

TrorbMA 2 (segundo teorema de la modia). Sea u (2) una Junción 
armónica en el dominio Q, y sea z un punto arbitrario de Q. Entonces, 
para cualquier r, O-<r <d, donde d es la distancia del punto x al 
contorno 00, tiene lugar la igualdad 


(0 112) 
aer 


De acuerdo con el teorema A, para todo p, O<p<d, tiene 
logar la igualdad 


SN TOS 
ma 


Integrando esta igualdad respecto a p, desdo O hasta r, obtendro= 
mos la igualdad (13). 

Los teoromas l y 2 se llaman teoromas de la media, puesto que 

en los sogundos miembros de los igualdades (14) y (42) figuran valores 

de la función u en la esfera (|£— 2] =) y en la bola 
(15 —x |<»), respectivamente (opr"=i os el área do la esfera, 
EL es el volumen de la bola). 

* Según lo mostrado, una función armónica en Q es indefinidamente 
dierenciable en este dominio. Al estudiar las funciones armónicas 
resulta sor útil el siguiente 

kEMA >, Supongamos que la función u(=) es armónica en Q y 
acotada: |u(2) |< M. Entonces, toda derivada Deu (2) de orden 

1 
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lal=k,k=1,2,..., satisface, en el punto z € Q, la desigualdad 
[Pu i5m (Jue, (13) 


¿onde 5 es la distancia del punto x al contorno 09. 

Demostremos el Jema por el método de inducción según E. 

Sea, primero, k == 4. Mostremos que |, | < Mn/$ para todo 
£= 4, . . ., n, Ya que la función u,, es armónica en Q, on virtud del 
teorema 2 para todo 5" < 8 
Í mar] ufrsads, 

la 


uy (0 5 
Mime 








donde «xy es el ángulo formado por el vector E —z y el eje 0£,. Por 
esto 


A E A 
pins 


Pasando en esta desigualdad al límite para 6' => 6, obtendremos la 
1dad requerida. 
'upongamos «hora que cl loma está demostrado para to 
Dr u, donde |a | <k— 1, k >2. Demostromos la des- 
igualdad (13). 

(Tomemos dos bola (15 2 1<84 y (18 218 
centro on el punto z ($” es un numero ontero positivo monor que 6). 
'ún la sugerencia de la inducción, para todo punto E de la bola 
Ad 5, <S7 y cualquier 8, 18 1=%=4, tino lugar la 

esijgualdad siguiente 


DUES (y) RM (E) 

Así pues, para cualquier B, [Bj=Xk—1, la función armónica 

Dhu(g) está acotada en la bola ([E—|<8'/k) por una constante 

M (n/8'prtki-4, Entonces, según lo demostrado arriba, para las pri- 
men srivadas de esta función tenemos 


A 


La |=k, so tiono | Da u |< M (n/8 18. 
'sidad al limite para 8/5, obtenemos la 
desigualdad (13). El lema está demostrado. 

“tromma 3. De todo conjunto infinito de funciones armónicas en 
Q, Acotadas en dicho dominio por una constante, se puede extraer una 
sucesión que converfa uniformemente en cualquier subdominio estricta- 
mente interior del dominio Q. 
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Sea MA un conjunto ¡infinito de fonciones w(=) armónicas on 
0 y acotadas totalmente en O: [u(z)|<A4. Tomemos una sucesión 
srbitraria de dominios Q1, Qs... que poseo las propicdados 


siguientes: 0.50... 0,2 0, i=1, 2... 000. 


El conjunto MN se compone de las funciones, pertenecientes a € (0) 
y acotadas en total en Q,, En vista del lema 3, existo una constante 
E:S0, que depende sólo del dominio Q,, tal que para to 
ciones 'u de WN | Yu |<C para z € Q,- Por esto, el conjunto M es 
continuo en Y, de manero equigradvol. Según el toorema do Arzelá, 
0 puedo extraer de WR una sucesión Uy, Uy, >> + QUO 800 UnIfOrmO” 
mente convergento en Q,. Dado que esta sucesión as uniformemente 
acotado y continua en Q, de manera equigradual (on virtud del lema 
3), entonces so puedo extrner de olla ima Subsucesión tg Uy 
que ses uniformemente convergente en O. elo. Es evidonte que una 
sacan digonal Uy a+ sl Duscda, ES corra queda de- 
mostrado. 

TIONEMA 4. Supongamos que la sucesión de funciones us (o) 
ua (e): - =x armónicas en el dominio Q. converge uniformemente hacto 
le función le (2) en todo subdominto estrictamente Enertor con relación 
4 0. Entonces, la función u (2) es armónica en Q y para todo a =e 
mía» + 7 tn) 14 sucesión Da uy, Da Us, -  . converge uniforme. 
mnenié hacia unción Du en cualquier nlbdominio estrictamente tre 
terior respecto al dominio O. 

Sea 4 un subdominio arbitrario estrictamento interior respocto 
al dominio Q. Entonces, u (1) € C (77). Tomemos wn dominio Q* 
tal que QQ” EQ. Está cloro que toda función Um (2) es acotada 
o 


Según ol lomo 3, para todo ax existe una constante C > 0 (que 
depende sólo de O, 0! y 1-1 tal que se cumpla la desigualdad 


1". lg, EC lalo 
cualesquiera que sean ms =4,2,... 

Dado que (Jun —u, llo, —> O para m, s=» 00, todas las suco- 
sionos Du, med, 2, son fundamentales en la norma del 
espacio C(('). Esto signitica que la función w(=)€C*(7') y para 
todo a tondromos [| D*u,,—D*u lc, — O cuando m =» 00. 

Pasando en la dad Aun = 0, z € (”, al límito para m 
obtenemos: Au = Óen Q*, es decir, en Q la función u (2) es armónt- 
<a y, consecuentemente, lambién cn Q. El teorema está demostrado, 

hora 6. Una función armónica en Q es analitica en Q. 

Sea una función u(x) armónica en el dominio (. Tomemos en 
Q un punto arbitrario 2” y designemos con $>0 la distancia de 
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esto punto al contorno 90. y con Sys(29, la bola (2 —2*|< 8/4) 
La nea ECO por eso es acotada eu Qsa; sea Ma 
= max Ju(o)lo 

e 

Como la distancia de cualquier punto de la bola 3yy (2%) hasta 
el contoro ¿Qy;s no es menor que 8/4, en virtud del lema 3, para 
todo punto 2 de Say (2) y lodox (2, - » -, 2) tenemos la desi- 


gualdad 
[DU [S al (nia) a. 


Ya que Jo Am (fórmula de Stirling), existe una cons- 
tanto C>0 tal ¿ue pora todo k natural ¡PCE y, consccuen- 
temente, [ace pap 

Haciondo on la identidad (21+... +2, S] Ur (que 





es válida paro cualquier A natural) 2)...=2n1, obtenemos la 

igualdad 1*= S) (jala!. de la cual so desprondo la dosigual- 

dad (a Vale, Por ollo, para todo =CSys(2%) y todo a 
[D*u|¡<CM (Antejoy" at. (14) 





De (14) sa deduce, todo, q serie de Taylor de la función 
ul) 
o 


converge absolutamente eu la bola S=(J2=>9<=%), porto 
ue la suma de esta sorio es una función analítica on $. Domos- 
iremos que on la bola $” fresas) Ja serio citada con- 


ara ello será suficiente mostrar que 
el término complementario en la fórmula de Taylor de la fonci 











ma 
A ES 
das 


= y Preto a, 
bar 


donde | 0 |< 1, on cualquier punto S' tiende a cero cuando N — 00, 
Sabemos que para ES” el punto "+8 (2— 2%) también está 
contenido en $” y, consecuentemente, en la bola Sas (2. Por tanto, 


44 core as Sc A e 
de (14) se deduce que para todos Jos z de 5" 
[Arta 3 Cam (5 (a) <r 





Por oso, Ra (2) =>0 cuando W= co, 

"Dado que 22 € Q es arbitrario, la función u (x) os analítica en Q. 
El teorema está domosteado. 

En el caso bidimensional, junto con el teorema 5 que establece 
+l caráctor analítico de una función armónica como función de dos 
Sariablos x, y Zy tone lugar otra afirmación más profunda que liga 
funciones armón?cas con funciones analíticas de una variable comploja 
2 x, + lzy. Para simplificar, nos limitamos al caso de un domíulo 
Simplemente” conexo. 

Teoatma €. Para que la función u (z,, 35) sen armónica en el dombo 
sio simplemente conezo Q es pacsrto y suficiente que exe una fu 
ción, 2 2 bs anal en, dal que u (o, e) = Mo 16, 

suriciacia, Sen / (5) analítica en ol dominio Q. Entonces, las 
funciones u (2. 23) — Ro (2, +12) y v(2, 2) = mf (2 + 2) 
son indelinidamente diferenciables €o Q y satistacon lus condiciones 
do Cauchy—Riemann 














A as 


Derivando la primora de las igualdades (15) respecto a x,, y la so- 
Fino. respect a 24. y sumando las correlaciones resultantes, obto- 
momos Au = O, os decir, u os wna función armónica, 

NECESIDAD, Sen 1 una fu 
función 








q ssl — ted + dz 





donde: 2 == (+5, 71) os un punto fijado de Q, x= (2 24), y L (2% 
2), una curva arbitraria enderezada quo uno los puntos 2% y 7 y está 
ubicada en Q (del hecho de que el dominio Q es simplemente conexo 
so infiere, on virtud de la fórmula de Grecn, que la función y no 
depende del contorno de L). La función v (2) € C! (Q) es la que satis- 
face las condiciones (15). Por lo tanto, la función f = u + ív.es en 
Q analítica respocto de 7, + lz,. El toorema está demostrado. 
'ONsuRvAción Y. Una función aualítica / (+) según la fonción armó- 
nica u (Zi 77), Se determina con un error menor que una conslante 
arbitraria puramente imaginaria. En efecto, sean f, (2) =u + (o, 
y /, (2) = % + do, dos funciones analíticas en O, para las cuolos 
Re), — Ref: =ú. En esto caso, será analítica en Q la función 
hh — a — io, donde la función (real) y =%, — 0, En vista de la: 
comticiones do "Cauchy—Riomann, Ys, =D, =0, es decir, 0% 
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» + es dondo e es una constante arbitraria real. Por eso, Ja (2) =— 
== f (6) + fc. La afirmación queda demostrada. 

Gnsuvación 2. Una afirmación análoga al tecrema 6 tiene tau 
bién lugar cuando Q es un dominio arbitrario. Entonces una función 
Y, uo e analítica respecto dex, + tr, en Q y está constridn ns 
¿de la función u, armónica en Q. puede ser plurívoca. Por ejemplo, a 
la función ln | z |, armónica en el anillo (1<|x1<2), so lo 
asigna la función plurívoca Lo 3 =In [2 | + ¿Arg (2 + tr) (om 
= z, + (z,) que es amalítica en este anillo, 

SIROLARIO, Supongamos que una función *=F (2) =F,(2 
2) + ¿Fr (29 2), 2 = 2 + izys analitica en el dominto simplemente 
conezo Q; representa biunivocamente este dominio en olgún “dominio 
simplemente conezo Q” de un plano complejo 3" = a, + t25. Si la fun- 
ción ul (2") es armónica en O”, entonces la función (2) == u' (E, (2), 
Fa (2) es armónica en O. 

En efocto, sen /' (2) una fonción analítica en Q' para la 
we (2) = Ho f (2). Puesto que la función f (2) == Y: (F (2) es ana 
tica on O, la función u(2)=u' (Fa (2), Pa(2)) =Rof (2) = 
m Rof (2) os armónica en Q. 

Una proplodad importante de las funciones armónicas, que vamos 
a enunciar, se deduce del tecroma en la media y se denomina princi- 
plo de máximo. 

ruonexA 1 (principio de máximo). Supongamos que una función 
us (3) armónica en Q es continua en Q. Entonces, o bien u (2) == const 
en Q o dien 




















mia (2) <u(=)<maxu(z) (16) 
eo E 


para todo = €Q. 
Sen M == max u (2). Mostremos quo si en el dominio Q existo 


eo 
un punto en el que so infringe la desigualdad derecha en (16), ento 
cos la función 2 (2) = const = Men Q. Efectivamento, convenga: 
mos que tal punto existe. En esto caso, en Q hay un punto 2? en el 
cual == M. Tomemos en Q un punto arbitrario y y mostremos quo 
149) «A Únamosel punto y con el punto "mediante una quebrado 
Z de eslabones fínitos (que no se cruzan), totalmente dispuesta en Q. 
Sen d > 0 la distancia entre L y 00. Cubramos la curva L por ua 
múmero finito de bolos S;= 2 1<d2) 1=0 4. 
-:., N, cuyos centros ¿ELN Sia i No Aquí, 
punto 2% es el centro de la bola Sa, y 
En virtud del segundo teorema en 

















media (teorema 





E 
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es decir, [ern—utends=o. 
ul) 


Ya que el integrando u (2) — u (2) es no posi ie 

o 
el punto 21 y la bola $, los mismos rezonamientos que hemos usado 
para el punto 22 y la bola Sa, mostremos que u (2) = Men $, y, en 
particular, u (+) == M. Y así sucesivamonto. Do resultas obtondro- 
mos que u (2) = Men Sy y, en particular, u (y) =M. 

“Así pues, queda demostrado que o bien u (2) 
bien para todo 2 de Q tiene logar la desigualdad derecha de (46 
Aplicando eta afirmación a la función (o), obteadromos 
o bien u (2) == const en Q, o bien para todo z de Q tieno Jugar Ja 
Igualdad izquierda de (16). El teorema está demostrado, 

LoNOLANuo. Del teorema 7 se deduce inmediatamente que para toda 
función u (2), armónica en Q y continua en Q, se cumple la igualdad 

Mille lu hor 17) 

pa o o a AS o 
E m a CO) y son armónicas en Q. Sila sucesión un | 
Wo ÍTZ0S>., es uniformemente convergente en 00, la. mceslón 
Way E o 4,2, . . ., será uniformemente convergente en Q hacia cierta 


húneión armónica en O. 
Efectivamente, según (17) tenemos para cualesquiera s y m 
(¡uml <lus— milo 
Puesto que la sucesión un legs X= 4, 2, . ; ., converge wniforme- 
mento en 00, |Lu, — tm llas) > O cuando m, s=» 00 por oso 
Nut llcizz +0 cuando 'm. $» co. Del hecho de que ol 
espacio € (Q) es completo so desprende quo existe una fun- 
ción contina u (2) hacía la cual en O convorgo wniformemento la su- 
cesión un (2), k =1, .. . Del teorema 4 proviene que la función 

u (2) es armónica en Q. El teorema queda demostrado. 

3. Sobre las soluciones clásicas del problema de Dirichlet para la 
ecuación de Poisson. Recordemos quo la función u (2) se lama solu 
ción clásica del problema de Dirichlet (primer problema de contorno) 
para la ecuación do Poisson 


























du=f 260 13) 
slo (19) 
siempre que u (2) € C* (0) M1 C (0) y satistaga las correlaciones (18) 


y 49). 
Primero demostremos la unicidad de la solución. 


EN CAY IV. ECUACIONES FLIPIICAS 


ruonena 9. El problema de Dirichlet para la ecuación de Poisson 
o puede tener más que una sola solución clásica. 

Sean u, (2) y uy (2) dos soluciones del problema (18). (19). Enton- 
ces, la función 1 (2) = u, (2) — ua (2) es armónica en Q, continua 
en U y so anula cn 90. Por eso, de la desigualdad (17) se doduco que 
u = 0 on Q, es decir, uz = uz. El teorema está demostrado. 

La oxistencio de la solución clásica del problema (18), (19) 


suponiendo que a9ECLEP", ¡cto aechEl” 00), se 
estableció en el punto 3 del párrafo anterior. En realidad allí 
demostramos una afirmación más fuerte: para las suposiciones 
hechos con relación a 00, f y q, la solución generalizada u del 


poblana (18), (19 pertence al espacio EE ao, 
quí: en virtud de los teoremas de inmersión. so infioro que 
W (ECHO) N CU). es decir, es la solución clásica. Pero, la por- 


tonencia de asta función a los espacios J0521"* (9) y HET (9) son 
condiciones mucho más fuertes que le portenencia a Jos espacios 
0% (0) y C(Q), respectivamente. Por eso, es natural esporer que 
la rol clósica exista para limitaciones mucho monos rigurosas 
00 0 yq 

TROMENA 19. St 90 £C* [EC (V, y EC (90), el problema (18), 
(19) tiene solución clásica. 

Ante todo establezcamos la validez del teorema (10) en cl caso de 
uno ecuación homogénea (18), es decir, para el problema (1), (19). 
par. SL0QEC? y y EC (00), el problema (119) tien solución 
clásica, 

















Supongamos al principio que 99€ CÓZl+*, Puesto que 
x(00), existo una sucesión qa k=1,2..... de fun 


LEI (29) que en 90 converge uniformemente hacía la función 9. 
(Efoctivamento, la prolongación continua de la función y en Q 
puede sor aproximada en C(Q) por medio de las funciones de 
C*(%), mientras que sus valores en el contorno pertenecen 


a CÍZI* (29), Mas, para toda a existo una función ua (2) armó. 
única en Q. que es la solución clásica dol problema (1), (19) con 
esta función de frontera. Según el teorema (8), la sucesión un (2), 
Kai, 2, ..., converge en ( uniformemente. Con ello, la función 
límite w(x) es armónica en (, continua en Ú y satisface la condi- 
ción límite (19), es decir, es solución clásica del problema (1), (19). 

Sea, ahora, dQEC*. Designemos con una prolongación con- 
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ina de la función limito y en Ú, y sos M=mix]O(2)|. Tome- 
da: que posee las 


mos una sucesión do dominios Oj, ¿mf. 2,. 
siguientes propiedades: Q, E Qu para todo 
D 00 aqecióI, ima, 2, 
lado, para todo ¿=4, 2, ... en el dominio Q, existe una solución 
elísica o¡(1) del problema (1), (19) que satistaco la condición 
=Olo; Adomás, "para todo i=á, 2... 

max «Jo, (2)¡<M. 

0 

Desiguemos por u, (+) una función dada en Q, que es igual a v, (2) 
en Q, y es mula fuera de Q,, i > 1,2, ..... En virtud del teorema 3, 
la sucosión de funciones is, (2), us (2), - - -. armónicas en Qu, « 
tione una Subsucesión Uy la, » >», Convergente uniformemente en 
,: La sucesión ty ya» - » + Se compone de funciones que son armó- 
nicas en O, (Sí ollaminamos la función us (2). que posiblemente está 
contenida eu olla). Por eso, según ol teorema 3, do esta última suco- 
sión se puede extraer una subsucesión tg, ue sea uniforme 
mento convergente en y. Y así, sucesiva: 

¡grtomemos tna mosida, dlagona 
algnomos por Qu ¿md, 2... una 
de la subsucesión de dominios Qu, m= 4, 2, . ..: la función uy 
es igual en Dy o Y, y es mula fuera de 9,¡. Esovidente que la sucesión 
lpm p == A, 2, . . -, converge en Q y que esta convergencia es uni» 
formo en cualquier Qj,. Por lo tanto, de acuerdo con el teorema 4, 
la función límite u (2) es armónica en Q. Además, |u (2) | <M, 
cualquier que son = 60. 

Mostremos que Ja función u (2) es continua en Ú y satisfoce la 
condición límite (19), en otras palabras, demostremos que 1 (2) as 
'una solución clásica del problema (1), (19). 

Elijamos wn punto arbitrario 2* € 90. Ya que 4Q € C*, existen 
un punto a' 6 Q y r>0 talos que una bola (|2— 2' |<r), hace 
contacto con el contorno 00 en el punto x*, no contiene puntos del 
dominio Q, mientras que la esfera (]2— 2) =r) tiono sólo un 

mto (2?) común con 90. Fijemos cualquier e > 0. Puesto que la 
Tunción 0 (2) es continua on el punto 2>, existo tal $ =8(e) >0 
que | 0 (2) — 0D (2) |< e para todos los puntos de la bola (| 2 
— 2 < 5) que so encuentran fuera de 7. Como lo función 

1 
A 
armónica para x >! (para concretar, consideramos el caso en q 
> (o —lar + ln ]x 21 1), 68 no negativa 





De acuerdo con lo demos- 




























tapo +0 + Y des 
correspondiente 
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para todo z € y se anula sólo en un solo punto ? de Ú, se puedo 
ales E — C (8) >0 tal que para todo z € Oserán válidas las des- 
igualda 

Df) 2 Culo) <0 (2) <0 (29 +8+Ci0 (2). 

Las funciones upp(2)+Cw(z) y Upp(2)—Cir(z) son armónicas 
en Qpys continuas en Oyp y, además, para ollas tienen lugar las 
expresiones (upp-+ Cu) jog) = (D-+-Cu)looy, > D(2%) 85 (Upp — 
—Cu) loq == (D— Cu) faq) <D (21)+ e. Por ello, según ol princi- 
pio do máximo, en el dominio Op tenemos: spp (2)+Ci(2)> 
>0(2)—e y Uppla)—Cu (2) <O (9) +0, es decir, 

(2) e Cu () Sup (2) LO (21) 7 e + Co (3) 
Por lo tanto, para cualquier 2€Q 
CULO (++ Cola). 
Puesto que ir(3)->0 para todo z=»2% estas desigualdades 
)ndran, a su vez, las desigualdades siguientes 


0 > Eu (50 (24 















de donde, por ser £— 0 arbitrario, vo deduce que u (5) es continua 
en Y y u (2) = 0 (2) = q (2). El lema está demostrado. 
DEmOSPREmOS Anoma xi Teorema sc. Examinomos la función 


ola) [Lentes es un potencial volumétrico de den 


sidad /. Según el lema 2, us(2)EC*(9)01C"(Z) es en Q la solu 
ción de la ecuación (18). De acuerdo con el lema 4, existo la 
solución clásica v(=) del problema Av=0 en O. vloge: 9 uepo. 
En esto coso, Umus+v es solución clasica del problema (18), 
(49), El teorema está” demostrado. 

Valiéndonos del teorema 40, emunciemos la siguiente importante 
propiedad de los funciones armónicas. 

"eonzsra 11 (sobre la oliminación de la singularidad). Supongamos 
que la función u (2) es armónica en el dominio ON (28), donde 2% es 
de punto dl domindo Q.Si para 22 (0 0 (UE a) 
donde U es la solución fundamental de la ecuación de Laplace, entonces, 
ere lim (2) = A, y lafunciónu (2). definida complementario: 
mente £n el punto 2? por el valer de 4, es armónica en O. 

"pEmostmacios. Tomemos una bola Sa(1)=(|2=2W1< 
< Ri) estriciamente interior respecto de Q. Designemos con » (2) la 
solución clásica del problema de Diriehlet para la ecuación de Lap! 
en la bola Sn(2") que setistaga la condición límite 1 lao 
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—=ulasgio: La función u()—v(z) =w(z) es armónica en 
Sa (e) e), y 10 lospiso = 0. Para demostrar el teorema bas 
mostrar que en todo punto del conjunto Se (2). (2) la fonción 
lo > 0: en este caso la función u (2) coincido con la función (2) 
para todos los puntos z E Se (7) (2") y, por tanto, la función 
%(a), definida complementariamente en el'2? por el número Á = 
iS) ciación on la ución arménica "9 2) por toda la bola 
(2). 
Examinomos, siendo e > 0 arbitrario, dos funciones 


0) 
(supongamos, para concretar, que la dimensión del espacio es n>2; 
cundo n=2, los funciones 52 (2) =e ln Lap + 10(2)). Las fun 
ciones za(2) son armónicas en Sa(e)Cio), y 22(2) loan 
m/f'"2>0. Dado que, por la condición, u(2)=0 (¡;7per) 








para 2=» 20, ont 


+0 (tr). Por lo tanto, cunado p>0 son auficiontemento 
pequeños, 22(2)he-s9mp > 0. De ncuerdo con el principio 
de máximo. 5.(9>0 pora todo z de la copa asérioa 0 
rel Se un punto, cualquiera de Se (PNC): 
Slondo p suliciontomento pequeño, esto punto pertonoce a la capa 
esférica p<|x—="|<R. Por consiguiento, 34 (29)>0, es decir, 
[w(29)|< de donde, por sere >0 arbitrario, tenemos: 
ete)mo. Él téoiama queda demostrado. 

En el teorema 10 fue demostrada la existencia de una solución 
clásica del problema de Dirichlot (18), (19) para cualesquiera Y € 
€C* (0), y € C (90), 9Q E C*. Surge la pregunta: éno sorá suficiente, 
para quo este problema sea soluble, suponer sólo ol complimiento 
de la condición / € C (9)? La condición f E C! (0) es realmente exa- 
gerada: so puedo demostrar que para podor solucionar el problema 
en cuestión, os suficiente suponer que la función f satisface on Y la 
condición de Hóldor de cierto orden positivo*). Sin embargo, como 
o demuestra un ejemplo que sigue, no se puedo sustituir esta condi- 
ción por la condición f €C (0). 


pes 5 (Er E e mr 























Stato decir que la fnció (o) satisac e 0 la condición e Hide 
del orden 1 >> 0, sl exito una constante AY tal que para cualesquiera puntos 2" 
y edo OO NM PI 








EN CAP. IV. ECUACIONES. ELIPTICAS 


En la bola Q= (|=|<R) de radio R.<1 exominemos la 
ecuación de Poisson 


A 2 1 
tc) 0 


cuya función en el segundo miembro (definámosla complementaria» 
mento por el cero en el origen de coordenadas) es continua en Q. 


Es funtión 
ua) (2) (In j21)1% en 


rtenecs a € (7) (1 C= (05,10) (el punto (0) es el origen de coor- 
a O ala ill e 00) 
la ecuación (20) y la condición límite 

Ma a VTA (21 3) lapa (65) 
No obstanto, la función u (x) no puedo ser solución clásica del pro- 
bloma (20), (22): ya que 


Unam Ma (2(— la] 1004 AED 
E STPS 





7 


a e 

Ye Pido je 2 Piaf 
HE py) es, 
Min TY 

«. u (1) € C* (0). 


«tremos que el problema (20), (22) no tiene, on general, min- 
una solución “<iolea” 

"Supongamos, al contrario, que la solución clásica 1 (2) de esto 
problema “existe. Entonces, la función 10 (2) = 4 (2) — Y (2) es are 
y contínua en Q%. (0). Sogún el teorema sobre la climinación 
singularidad, la función u (z) puede ser definida complementa» 

¡gon do coordenadas de:mancra tal quo se haga ar 
'Q y, comsccuentemente, pertenezca 1. C* (0), Por eta ra 
1ón, en particular, existe el Iímite (finito) lim 10,,2, La existencia 


to 
del límite finito lím Dye, se deduce del hecho de que v(z) perte- 


eco nl espacio C*(0). Y. por lo tanto. debe existir un límite finito 
on o im e ión "demuestro 
Vestirmación. 

Ya usamos varias veces la fórmula (S) que nos proporciona la 
representación de una función arbitraria u (z) de C* (Q) en términos 
de los valores en Q de su operador de Laplace y de los valores de w 
y E en el contomo 40. En lo sucesivo necesitaremos une fórmula 


más de este género. 
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Soñalemos, anto todo, que para una función arbitraria u (2) de 

02 (0) y para cualquier punto y € tiene logar la igualdad 

de í UD d+ 


+[LoL2-G200-a]es, (a) 
Acne U (y— E) es la solución fundamental de la ecuación de La- 
pla 


Para demostrar esta igualdad es suficiente hacer uso de la fórmula 
do Green aplicada a las funciones u (E) y U (y — E) en el dominio Q: 


e) AU YU y du 


Loto 2 Jas, 
% 


toniendo, además, on cuenta el becho de que la función U (y — $) 
es armónica en Q sogún E 

"Tomemos, ahora, puntos cualesquiera x € Q, y € Úy una función 
arbitraria 2) continua fuera de €. Multiplicando (23) por d (y) 
y restando, iétmino a término, la igualdad obtenida de (8), resulta 
quo para toda función u do C* (0) tiene lugar la roprosontación 


u“ (| Wie) 0 0-9 











+ [52 amvv—-a-060+ 
de 


A EN) 


jue sean EQ, y € y la función arbitraria d (y) 
continua de d 

So puedo mostrar que haciondo suposiciones bastante amplias 
rospocto al dominio Qoxisten tal representación y=y(2), quo a todo 
punto z:€ Q le pone en correspondencia wn punto y 4 Q, y tal fun- 
ción d(y (2), que para todo =€Q 

dy) Uy) —=H-U(—Hm0, 260. (25 

La fórmula (26) nos dará una representación en Q de la función 
arbitraria u (2) de C* (Q) on términos de sus valores en el contorno 
y del valor del operador de Laplace de esta función en Q. Nos limita- 
Tomos al caso en el que Q es una bola; en esto caso las funciones 
y (2) y A(y(2) se hallan fácilmente en forma explícita. 























m CAPI, BOUACIONES ELIPTICAS 


Así pues, sea Q= (13 |< R), y sea, pora concretar, m>2 la 
dí cnn A in y 
expresión 








1 ue 
A 


o bien, al designar d/0=5 por 











A en 
La ropresentación y = y (z), la buscaremos en la forma 


y=0()z en 


con una función a (2) por ahora incógnita. La identidad (20) so 
cumplió, llos funciones a () y D(y (2) cotán ligados por la co- 
rrelaci 


-EP=P 06) 1=Eb 151% 
o por la correlación 
(2) — 8) 12 1*+(—P (460) Rm 
m2 (a, Dal) PD Ei 
Hagamos b(u(2)=— LL, a(2)=5(1(0)=qH. En esto caso, 
so cumple Ja identidad (26), y para cualquier € Q, el punto 





yorldma()s hz (28) 
se encuentra fuera de (2, puesto que cuando [z[<R, Iy|= 
“Pz i> 

Para la esfora (|E/=R) la normal mn 15] =8R, 
a consecuencia de lo cual 
ñ ñ PO 
Al) (rm) em 

NA AA 
De un modo análogo se calcula 2 (1/1y(2) — EN). Por esto, 
úvaliéndonos de (26). resulta para | 

PO boyen 
Am) 1) 
ft ye 
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De este modo, si (2 €C*([z1<A), para todo punto z, 
L=1<*R, será válida la igualdad 


u()- Pa(z, Du()dS;— | Ga(z, Hau(DdE, (80) 
ER e 
donde 
Palo 0 FL (50) 


os 


De modo absolutamente igual se establoco la representación (30) 
Jara el caso bidimensior es decir, cuando n == 2. En este caso la 
Rinción Pa (2, E) tiene la forma (30, y 


1213 + 
Gpe, =Lln cal. (82) 


La función Pa (z, $), definida para JE] =R, ]z1<R, porla 
fórmula (31), so lama núcleo de Poisson del primer problema de contor- 
yy roca 4 Desa) pes el operador do Laplace en la bola 

s1<R). 

La función Gn (z, E), definida paro [E 1<R, 12 1<A, por la 
sóc (02) cuendo x > 2 y par la (0h), condo! es, so lama 
función de Green del primer problema de contorno (problema de 
Dirichlet) para el operador de Laplace en la bola (|2[< A). 

rinaa + La función On (z, E) definida en el dominio (2 xk 
20h BRO % 1%) del espacio Raz por la fórmula (32) para n>2 

po la fórmula (39) para n=, es continua en ese dominio y pose 
De arulenes propiedades: 

a) Gníz, $) =0 cuando |=(=R, 

D) Gn(z 5 =Cn (E 2). 

e) Gn (2, E) es armónica respecto de z y de E. 

d) cuando [s[<M,NEISA se tene: OSCn(g, y<1 (012 
12 para 1>2, y O<6n(a, DH para n=2. 

La propiedad a) de la función Gn (z, E) se deduco directamento 
de (32) (o de (32), cuando n = 2). 

Paro cualesquiera z y ¿os válida la igualdad | 2 11% 2 
= | Rir—E17[P 1%] 51% De ésta se infiere inmediatamente que 
la condición E =2R*/ iz F es equivalento a la condición: 2 = 
= EN lt f*; por tanto, si el punto (z, E) (do Ra) pertonece al domi- 
nio de definición de la función Ga (z. E), entonces el punto (E, 2) 
también perteneco a dicho dominio. Además, de la jadicado igualdad 
ao 


























E GAP.IV. ROLACIONES. ELIPTICAS 


so despcondo, 998 CTRL TETAS O Y POr one 
siguiente, lo igualdad Cp(z=, )=G(£, z). La propiedad b) está 
demostrada. 

Do (2) (6 de (32), cuando 1 =2) proviene quo la función 
Gn (z, E) es armónica respecto a E. Dado que la función Ga (z, E) 
es simétrica (propiedad b)), es armónica también respecto a z. La 
propiedad. e) "está. demostrada. 

La desigualdad derecha de la E ea d) se deduce, cuando 
m > 2, de (32). Para demostrar la desigualdad derecha de la misma 
Popiciad, cmando” m2, indiquen que sede, [a 1 
Bl<nlzj 1E-R 2 1213 1=1511el—R2/12)< 
SUELIDLA 7 SR Por tanto, cuando [2 12% 











I5l5 A 05 tn rep + y consecuentemente 
CE 
Gua Dz 
Sado 
A 


Ahora, demostremos las desigualdades izquierdas de la propiedad 
d). Sen primero z = 0. Según dice la propiedad b)r C. (0, Y) = 


Cn, 0), por lo que Gx(0, 3) (1 =r—-ptr)>0 cundo 





n>2y Ga) =E In E>0, cuando n= 2. 

Alora tomemos un punto arbitrario 2%, 0<|z91<2, y una bola 
E 2 1< 1) de radio e, 0<e<ÑR— ] 2% |, ubicada on otra 
15 1< 2). Do acuerdo con las propiedades 2) y b), Gn (2% 
Qro ra 18 JA. Cuando es eufcete pequeño, en la etera 
¡A 





E 





Gaia, ha 


>0 para 1>2 








ENEE 
pt 

qe (ln E 4 In (8 1*1))>0 cuando n=2. 

Por ello, en virtud del principio de máximo, una función Gu (2*, E), 


armónica respecto de E es mayor que O en el dominio (| E (<H)N. 
X= 2 | <e). Ya que el número e > 0 puede clegirso arbitra 
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riamente. ño, de la última pales: se desprende la desigua]. 
dad izquierda en 4). El lema está demostrado. 

La representación integral (30) se ha obtenido suponiendo que la 
función u (2) € €* (12 ] < RJ. El lema 5 permite obtener esta ropro- 
a e mn is y e nn 

risa e que la función u 1<en 
dela y la función du (o) es acotada en la dela (12 (<A. 
Entonces, para todo punto z, | | <R, es válida 

Sea 2 un punto arbitrario de la bola 
unos números tales que |] <p. <p 
ECU |x ] <p), en vista de (30) para todo 
cular, pata x =x, tenemos 


ul) | Pre unas: | G,(2 DARA (83) 
ab da 
En la integral de (33) por la esfera (| E | <p), hagamos un cambio. 


de variables E hp: 
MIT Late planes, 


'ñ Po(é, 5 uds; 
tóno 
la función RY= Pa(2, mp/R) u (mp/R) 
e e atan el ato (1 
P=> R se observa que (p/AY=" pl) 
m) (a), entonces 


lim NE Pala", Buds | Pale. Hubs. (86) 
hey .. Ri-a 
Examinemos ahora ol segundo sumando del segundo miembro 


(33). Dosiguomos con G, (<*, £) una función igual a 3 
A 


j Colt, Da | A DAA. 
ten mín 

Es evidente que 3, (2*, 3) -» Gp (2, E) cuando p—» R, cualquio- 
ra que sen Eh 2, E < Mi. Además. en virtud de la propicdad d) del 
lema 5, la función G, (2, $) Au (E) es mayorada por una fun: 
no depende de p y es intograblecn la bola (15 |< A): 


(Cote, MS ma >2 




































18, (2, 944 (0|<E ln paro n=2, 





180 
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donde M= E 14 u (2) 1. Por eso, on virtud del teorema de 
Lebesgue. 
lim | 0D A | ao pra 0 
ee an 


Posando en (33) al límite para p—> Fi, haciendo uso de (34) y (89), 
obtendremos la igualdad (30) para Cualquier punto de la bola 
(Tx 1< R), El loma está demostrado. 
ue lóma 6 e desprenda que la solución clásica del problema de 

irichlot 
Buf, |ZI<R, 60 
lo Y 
para la fonción y continua on'la esfora (1 == R) y para lau 
sión /, acotada y continua on la bola (1 |< 2), so representa (Gi es 
que existe) en la forma 


uf) | Pale proves AC] 
fan Ea 

Soñalomos que astas condiciones (coro lo demuestra el ejemplo 
eitado más arriba) no garantizan la a do la solución clásica, 

'En virtud del teorema 40, para la oxistoncia de la solución clést- 
<a del problema (86) os suficiente oxigir que /(2) EC'(|2 |<. 
Do este modo, del teorema (10) y el lema 6 so deduco la sigulonte 


SUECO y occ 
entonces la solución du da Uronlema de Dirlehle! (96) existo y 4 
Fepremanta en la forma (6D), 

OBSERVACIÓN. E Q un dominio simplemente conexo del plano 
Cap y Pda mE la Y 2 y una funció, 
anstícica on Q y continuamente diferenciablo (respecto de 2, 2) 
en Ú, que realiza la representación biunívoca del dominio Q en «l 
círculo (| |< R) de radio R(R = AI 

'Designomos por u (2) = u (2, 74) la solución sica del proble- 


ma de Dirichlet 
bu=0, 2€0 (8 
teleco == (2), 


donde q, (2) €C (00), y por u' (2) == u (ej 2), la solución clásico 
Rs de 




















du=0 (2 ]<R, 
lato (2, 


donde 
yl) =P) (EF) 1 E0. 
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Sogún el teorema 12, 
1 AR a 
TNA 
SS 
idad de la solución clásica del problema de 


del corolario lora etnia quo) 
llo, la solución del problema (88) 





ur) 





Del teorema de us 
Dirichlot (teorema 9) 
mu (Pa (6) mu (2). Por 
tiene por expresión 


20 AAA 


e AR A rra 


4, Funciones armónicas en dominios no acotados. Sen Q un 
domialo no acotado del espocio Ra y supongamos"que sn complemen= 
to RyD contiene por lo menos a punto interior; dispongamos en 
éste 61 origen do coordonadas. 

Exomínemos una representación biunívoca 











ee (30) 


del domínio Ras (0) de sí mismo. Esto representación so llama 
transformación de inversión (respecto de la esfera (|z | == 1)), do li 
cual ya hicimos uso en el punto anterior, Realizándose la ropreser 
ción (39), la esfera (| x | == 1) se transforma en sí misma, ol dominio 
e 1) e representa enel dominio dl | y, vicoyor- 














ol dominio (1 x | > 1) se represen 1 dominio (0< |x1< 
st): Es ovidente, que una representación inversa a (99), tieno la 
forma 





+s decir, también es una transformación de inversión. 

Como resultado de la transformación de inversión ol dominio Q 
pasa a un dominio acotado Q”. Indiquemos que el origen de coorde- 
adas es un punto límite de Q”. Cuando 20 no os acotada, el origen 
de coordenadas será también wn punto límite dol conjunto 7. Si, 
en cambio, ZQos acotada, es decir, si Q es la extorloridad de algún 
conjunto acotado, el origen de coordenadas será un punto Jínito ajs- 
Jado del dominio Q” y, consecuentemente, punto, interior del conjun= 
tod. 








me CAP. IV. ECUACIONES ELIYTICAS. 


Sen dado en el dominio Q una función u (2). La función u (2), 
definida en el_domiaio Q” por la ecuación 


e y7.). (40) 
se denomina transformación de Kelvin de la función u. 
Do las fórmulas (30) y (40) se desprende que 


clre a 
¡versa a (40) es también transformación 















es docir, wma transformaci 
de Kelvin, 

xa 7. SE la función u (2) es armónica en el dominio Q, la función 
ul (2) es armónica en el dominio Q”. 

Son Q un subdominio arbitrario cstrictomente interior del domi- 
nio Q”, y s0n O, la preimagon del 
¿de inversión. Entonces, el dominio.Q,es un subdos 
tamento interior del dominio Q. Como la función u es armónica en Q, 
y pertoneco a C* (Q,), en virtud de la fórmula (9), para todo z de Qu 


0 rt (A) es 
donde 
el. 0 Brho, 


son funciones continuas em 20, (para concretar, consideramos 
ol caso n>2; cuando no=2, los razonamientos son los 1nismos), 
Por ello, en virtud de (40), para todo x'EQ, 


¡tap+ 
Mia 


+0 (lá (2 


Do la afirmación e) del loma 5 del párrafo anterior se deduce 
que la función 12 P+F! + y, por consiguiento, la fun- 
PA E 
sin (1er Er 
para At 
Do sto modo, la función Integrando en (42) y todas sus derivadas 


respecto de z' son continuas en totalidad de las variables E, 2" 
y armónicas respecto de 2”, para E €0Q, y "€ Q' (la condición 


EG 600, es equivalente a la condición =" 690). 























es) 














) son armónicas respecto de x% 
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Por lo tento, para todo punto 2 € Q; la igualdad (42) se puedo 
derivar respecto a 2* bajo el signo de la integral cualquier número de 
Veces, siendo en esto caso Au” = 0, Ya que Q; es arbitrario, el lema 








queda demostrado. 
"Así pues, la investigación de las funciones armónicas en un domi- 
tado enyo complemento tiene puntos interiores so ha redu- 
cido, mediante el loma 7, a la exploración de funciones armónicos 
AER AS 
Supongamos quo el complemento RW lominio Q de Ri es 
votado: Ea tenio arial y (el dada da el domo d, lil 
regular en la infinidad, si para | 3 1 00 (2) = o (1) cuando n > 2, 
y ul) =0 (In [z |) cuando n=2 
Supongamos que el complemento del dominio Q tiene puntos into- 
riores (ontre ellos, como sales, el orígen de coordenadas). Como resul- 
ado de la transformación de inversión (39), el dominio Q se conver= 
tirá en el dominio acotado Q”, quo contiene un punto límito aislado, 
ol origon de coordenadas. Si una función armónica, dada en el 
dominio Q, es regular en la infinidad, entonces en virtud de (40), 
Jn Sranstormación de Kelvin u, (2) d esa fonción es, pur y + Ó, 
o4Lx" 1) cuando n >2 y o (ln | 2" [) cuando n = 2,8 decir, 
204 (a) == 0 (U (e) donde U es la solución fundamental de 
la ecuación de Lnplace. En este caso, segín el teorema sobre la eli- 
minación de la singularidad, existo lim (2) =A, y la fun- 


2) 
ción u (2), dolínida complementariamente en el origen de cordon: 
das po el valor de 4 (conservemos para ella la designación anterior 
u' (2')), es armónica en el dominio Q; = Q'U (0). 

50 ono modo qurda demostrada la siguien hflemación. 

aaa 3. Supongamos que la función u (2) es armónica en el dominio 
no acotado Q (cuyo complemento es acotado y contiene puntos interiores) 
y regular en la infinidad. Entonces, su transformación de Kelvin es 
armónica en 

Conforme al toorema 5, la función u” (2) es analítica respecto 
a «' en 0 (0). Por ollo, en particular, existe un número Xa tal 
que la función u (2) se desarrolla en la bola (12 |< fia) en von 
serie de Taylor absolutamente (y uniformemente) convergen 
con todas las derivadas) 


A 



































donde Ay = Í, De (0), Ay = A. Pero, on sto caso, on vista de (39) 
y (41). pora todo x, |2 1> Ya 
A A 


, (43) 
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con la particularidad de que la serio del segundo miembro de esta 
igualdad converge, para | 1>1/Ra, absoluta e uniformemente 
jonto con todas Sus derivadas. 


Designemos con 7 (z) la función e es decir, 





Le» 
16)= Y Aer rar Lai > Mo. Dodo que para cue 


e 
quier ao (Ap, +++) Du "fs 4 DPT (2), y como [D"T |< 


Er + Hondo Ca es un constant positiva, entonces para 
todo x, [2] >1/Ra, 
e Ca 
0er (6% 


loe wn 
[vu Aa je 


Las afirmaciones sobro el comportamiento (cuando los valores 
| z |'son grandes) de la función u (x), armónica en el dominio Q 
y regular en la infinidad, establecidas ahora mismo para el caso en 
ue el complomonto del dominio ( es acotado y contiene puntos ínte- 
riores, son válidas siempre, si el complemonto del dominio Q os 
acotado (en particular, O puede coincidir con todo el espacio Hr). 
En ofeoto, ya que nos interesan los valores de u (2) sólo cuando los 
valores [2 [son suficientemente grandes, puede consíderarso dada ólo 
en el dominio Q, »= (|x 1>R), ques, cuando FR, $0 toma suficien= 
tomente grando, un subdominio del dominio Q. Pero, Q, es un com- 
plemento del confato (| |-< 2) enel cua el origin decoordena- 

las es am punto interior. 

Do esta manera queda demostrado el siguiente 

"TRoNEWA 19. Supongamos que el complemento del dominio Q es 
acotado. Entonces, para toda función u (2), armávica en Q y regular en. 
la infinidad, exisle una constante R > 0 tal que para todo 7, 12 | > 
=> Re la función u (2) se dsarolla en la seri (8) alsluta e úniform 
mente convergente junto con todas las derivadas y, además, tengan lugar 
las desigualdades (64). 

Del tooroma (13) se deduce, en particular, que si la función u (2) 
armónica en el dominio redimensional, n > 2, Q (que es la exterío 
dad de un conjunto acotado), decrece en la infinidad, su decrect- 
"miento no es más débil que el dela solución fundamental dela ecuación 
de Laplaco y, además, existo_un límite de la función u (2) [2 ("2 
para |z |> .Si n =2, la fanción u (2). armónica cn Q, creciente 


En particular, 
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en roalid: 





menos fuertemente que la solución fundamental, 
tada y existe para ella un límite para | |» 
Onselvación, Si el complemento del dominio Q es no acotado, 
entonces paa vna función armónica en Qu (5) que satalcola e 
ei 


(2) =0(1) poro [=|-=+>"%, EQ para n>2 











o bien 
u()=0(ln|=1) para Jzi+c, 2€0 para n=2 


las afirmaciones del teorema 43, en general, no tienen lugar. Por 
ejemplo, cuando 1 = 2, lo función arg (2, + (2), armónica y acota- 
dogaldominio A fea =D, > 0) moto ll ara fees. 
Supongamos que ln función u (z) es armónica en todo ol espacio Ry. 
Piromos que u (2) es semiacotada, sí es acotada por abajo o por 
do, 0 para todo z ER con una constante M se cumplo 
detignidad e (9 > 31 0 la. desiunidnd 2() < ML, reno 
on 
pi reomema 14. Una función semiacolada armónica en R,, es cons- 
ante 
Está claro que 















función — u (2) es acotada por abajo, al 
u (2) os acotado por arriba. Por eso, para demostrar ol teororoa hasta 
considoror sólo el caso u (2) >M en At, Entonces, para Ja función 
v(z) ormónica en Ra, v(2) = (2) — M>0 en Zn. El teorema 
demostrado, si Sstablecemos que y (2) = cons 
Elijamos un punto arbitrario 23 € Ra y una bola (| 1<R) 
de radio Re >|]. Puesto que el problema de Dirichlet ue a 
ecuación de Laplace on la bola (12 |< ) con wna función lmi- 
lo v|cixj=m admite una solución elásica única, entonces para 
todo z, 12 [<k, 


vía 

















| Pate, DoRIdS 
pe 


dondo Pr (z, E) es el núcleo de Poisson del problema de Dirichlot 
poro la scuación de Laplace en la bola (17 1<42) (fórmula (31). 
particular, cuando z == 2*, tenemos 


(a $ Paros - HARE | ias 








Ya que para ¡El= 
RIP 1< PE ISR, 
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se licne (recordemos que la función v(2) >0 


A os a <a 
ula 


Eds MELO a 
IO A Ei" 


9, en virtud del primer teorema cn la media, 


EAT Me e 
A o) A 0). 


Pasando en esta igualdad al límite para (=> 0o, obtenemos 
va) =v(0), Por sor 2" un punto arbitrario, v(2) == const, El 
toorema queda demostrado. 

imoLanio, SE una función u (z) armónica en y, satsface, para todo 
2 € Ri, la desigualdad Yu (a) | <C(1+1z 1), donde C es una 
constante y l, un número entero no negativo, entonces u (2) es un polino- 
mio de grado no superior a 

Cuando k sm O, csta afirmación es evidente en el teorema (14). 
Sea > 0. Tomemos un número arbitrario R > 1. En vista del le- 
mas, p. 2, para cualquier a o (aa >> 0 ado 12 1 ka 


A AS 
Or ($) 14288 < Cr ($) BR ARC (a, 


Do esta desigualdad se doduce que a. función Du, armónica on 
Ry 08 acotada en Ry, cualquiera que sea a, | 2 | == X, Conformo al 
teorema 44, las funciones Dow, | a | = k, son constantes en My. Por 
anto, u (2) os un polinomio de grado no superior a K. La afirmación 
queda, demostrada. 

“Anteriormente hemos cstablecido algunas propiedades de las fun: 
ciones armónicas en los dominios no acotados. En particular, fue 
mostrado que ol estudio de la función armónico en el dominio no 
acotado (cuyo complemento contiene puntos interioros) puede ser 
reducido, medianto la transformación de Kelvin, al de la función 
armónica en el dominio acotado. 

Examinomos ahora problemas de contorno para la vcuación de 
Laplaco en dominios no acotados. Señalemos ante todo que en este 
caso las condiciones habituales (las que so han considerado en el 
“dominio acotado) impuestas en la solución son insuficientes para 
“unicidad. Por ejemplo, todas las funciones € ln 1, e (1% — 7-2) cos 
18, c(r —r"!) son KO, k=1, 2, . .... donde e es una constante 
arbitraria, x, = r cos0, z, =r sen 0. Son armónicas en el dominic 
tr >1)< É., continuas en la adherencia de éste y se anulan en dl 
<ontorno (r == 1). Por eso resulta natural incluir en la definición de 
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la solución una condición adicional que caracterice el comportamien- 
to do la solución on la infinidad. 


Sen el dominio Q= RAN LO donde Qu £=4, 0... 8, 


son dominios acotados con contornos disjuntos. 
La función u (=) de C* (0) se llama solución (clásica) del problema 
de Dirichlet para. la ecuación de Laplace en el dominio (: 


Au=0, 260 
uh q 

sí os armónica en Q, continua] cn Q, satisface la condición límito 

en (46) y es regular en la infinidad. 


La función u (z) de C* (Q) se llama solución (clásica) del tercer 
problema de contorno para la ecuación de Laplace en Q: 


Bu=d, 760. 
(+00) |¿=". (47 


si es armónica en Q. continuamente diferenciable en Q, satisface la 
condición límite en (47) y es regular en la infinida 

Cuando 9 =0, el tercer problema de contorno so denomina 
segundo problema de contorno 0 problema de Neumann. 

Designemos con 0” un dominio acotado que para la traaforma- 
ción do inversión es la imagen del dominio Q (el origen de coordena= 
ans un punto intrior del complemento de O). 

npongomos que u (2) es la solución do) probloma (46). Del loma 8 
so «lesprendo que la funcion u* (2") que es ln transformación de Kel- 
ván de la función u (2) (dofínida complementariamento sogún la con- 
timuidad en el origen de coordenada: 


<a! (2), donde 9 (2) Tes e (E 
ul (2) esla solución clásica dol problema de Dirichlet para la ocua- 
«ió de Laplace en ol dominio (acotado) Q; con una función límite 
(e). 

Y a la inversa, si u” (2) es la solución clásica dol problema de 
Dirichlot para la scuación de Laplace en el slominio Q, con una fun: 
vión límito y” (2'). entonces u (2), que es la transformación do Kelvin 
ul! (2), es armí en Q, continua en Q, satisface la condición 
límite u | so = q, y, como es obvio, es regular en la infinidad, es 
decir, u (z) es la solución clásica del problema (46). 

Par ello, de los teoremas de existencia y unicidad de la solución 
«lúsica del problema de Diríchlet ou el dominio acotado (toorema 9 
y 10) se desprende. 


(40) 
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EoREMA 15. Para cualquier función límite continua q eziste la 
única solución clásica del problema de Dirichlet (46). 

El estudio del tercer problema de contorno cn el dominio no nco- 
tado Q se reduce también, mediante la transformación de Kelvin, 
al del tercor problema de contorno on el dominio acotado Q;. Limité” 
monos a la demostración del teorema de unicidad, 

uoneaa 10. El tercer problema de contorno para la ecuación de 
Laplace en el dominio Q para 0 (2) 20, 0 (2) 24:0, no puede tener 
más que una solución. 

"HE segundo problema de contorno para la ecuación de Laplace en el 
dominio Q, cuando n>2, no puede tener más que una solución; 61 
Mm == 2, la solución (sl eziste) se determina con precisión hasta un suman 
de constante. 

Supongomos que el tercero (segundo) problema de contorno admito 
dos soluciones, 1 (2) y u (2). Entonces, la función u (2) e= u (2) — 
ta (2) es armónica en Q, continuamente diferenciablo en Y, satisface. 
la condición limite (E +ou)l_,=0 y 09 regular 00 la 
infinidad. Tomemos wn número R'= O tan grando que ol dominio 

12 1>R) esté contenido en Q y aprovcchomos en el dominio 
Im ÓN (1x1 <A) la fórmmda de Green. 


00 uaude=— Sivapar+ | ¿uds 
d de % 








+ J Fhués=—f ¡varén— feas $ iuas. 
l a 


prima 





Do resultas tonemos la igualdad 
[twrás+ Jaras Y nas. (48) 

'n ta 
En virtad del teorema 43 alo O (gl) y de 


=0 (kr) cummdo n>2 y E), ,00(-7). cundo n= 2. 
Por esto, 


$ Luds=0(—Lz) pora n>2 
taa 


$ feues=0 (4) mara n=2 
món 
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Pasando en la igualdad (48) al límite para A» 00, obtenemos 
flvupoz+ f outds =0. 
7 de 


Puesto que o >> 0, esta igualdad es equivalente a otras dos 
frruras=o y fores=o. (49) 


De la primera igualdad en (49) se desprende que u == cy = const 
en 0. Si n>2, en vista de la regularidad de la función u (x) en la 
infinidad €z = 0, es decir, uy == %a en Q. 

Sim =b y 06) >0, 012) 20 (tercer problema de contorao), 
la igualdad co = 0 so infiere de la segunda correlación en (49). 

Ea enss n= 3 y 0 (2) a 0 (oogando problema de conteo), la 
unción Y (2) mu ca, donde la constanto cy e arbitrario es una función 
armónica regular en Q quo satisface Ja Condición límite homogénea 


EA 
22], = 0. El teorema queda demostrado. 

















PRODLEMAS DEL CAPITULO 1V 
1. Muéstrese que la función y (2). que perteneco a La 100 (0) y satífaco para 
soda v € Em (0) la identidad | uande «= O, os armónica en 0. 


2, Hálleso ol complemento del sto de funciones de L, (Q), armónicas 
A ES al 
3, Supongamos que € (NETO) y 20.ECA. Doma 
Bu EL, (0), ontonces uE Mi (0). 

iadiquimas que de ls rd: dl pleno 3 du ue ac 

cae artis de a pur cin de Pal 2 a 
ss 0, on la que al segundo miembro / pertenece a L, (Q), es una soli  gonorall- 
Í coast ont pt 
AS 


si 

















4. Sen 90 £ C*. Enel conjunto de todas las funciones u (2) de C* (910.0 (dh, 
ara Jas cuales Au () € Za (Q).se ha Introducido el producto escalar | 4u x 


AT. Hálls al complemento de esto conjano según la norma engendrada 
por dicho producto escalar. ies Mars e. 
5. Supdagams quel costoao ¿0 del domini pertence CY Derméstran- 

se las siglas almacisoss 
kn eLospacio de Hiler 1, (0) se pueden Introducir productos ascalarao 


equivalentes a un producto ordinario 


ES | 
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ARS 
eo YA 
liqu Mientras que y, y , son la sésima función propia 
vie Te cocresponde, del problema de Dirichlet para el operador 






rape e 
1 Ea espacio de Hor 1, 0) e pueden introducir productos sal 
os oquivaontes a un producto GÁlinario 


Pg tU: Do, para pares 
Y, AS gy tU ao Para A Amparos 






AAA OS 
Ue o Ei a 





“onde Ja ==, 1, q niemtras que u, y %, son una función propia y el valor 
propio ue le crrisponde, dl problema de Numan para el parador de Lapla- 





%. Supongamos que «(2ECIZ) y ses que para conlguir puro € 
PER AA 
A A 
oo 

*. Supongamos que la función u (2) € C! (9) y sen que para cualquier ed 
PS 
*% $ atte que ol pea 
parador 48 Laplace en «ld 


Edo pen popa 








¡mer problema de contorno 
evo multiplicidad 1 y la 








se anda e 0. 








Jl Cy st 
a Aroa ati 
E 





os realtads del groblea 9 so deduco que las funcione 
propias de comes problema de conicno para el opurader de Laplace en Q 
o amalics un 0. 
1 Sr 10 1% 00 ls Pri aos pi del ri pena 
mua ue A CEM da 
14. Destramos ton, (2) (0 es el contorno de un dominio -dimenslo- 
al 0) mbispaiodelarci La [0 compania de odas ls fonglones artos” 
On rdlciomeni de (0) al cont Pus ei la 
zio una solución generalizada única (7) del problema de 
VEO a La gs có a ea 
en ¿Qu | 29 = 9 € Ls (00). De este modo, en 7, (90) está dado el operador A 
ue pena » cada función YE Za (20) en cormrpondencia una fonción q € 


AR Vas cto eiraciono 
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1) Los alos propios dy, E 4, 2 
PE rod dr 
espacio La (60). 

b) Existe la solución generalizada uy (x) del problema de Dirichlet para la 
eguación de Laplace en Q con na función límite Vhs k=1, 2)... El 
A TA era de 


producto escalar Í Vu, Viaz, compuesto de todas las funciones, armónicas 00 Q, 





“del operador 4 son positivos; les. 
*orman uns faso ortonormal del 








de (0), cuyas rozas en 30 pertenecen a , (3); 
<) Para toda función y € E, (00), la serio ) ga Fava (sh dondo ya 
rc osz0], Preg en 0) y repeat sl una slaión parado 








E dE pirayd arica 
md) Eco la función y € 2, (00). Para que exista una solución general 
A 


lnste p, es necesario y suticiete que converja la serio: SIISE, ondo 


A 
gi 





1 valores propios y las funciones propias del operador A cuan 
< aoiiaio 4 un Ggenlo Y 21 — 1) (co Mdimontlona). y muéstco quo la 
Copólcón ) del problema en “scón Colcido en eto coso con la condición 


a RT 
una loción Y (4) que está dada en l contorno (e = 4) dol 





Por 
o SR AD po o e dl o 
NU 
A 
PL Tumro-rera. 

Una función u (+) de C* (0) N C* (Q) que satisface la ecuación 


Sumí 260 107 


Fl no 1) 
se llama solución clásica del peobloa de Dirichlet para la ecuación A%u == f 


en el dominio Q. Uns fezción » (e) de C* (0)0.0* (0) queentisiace la ecuación (8) 
a e ON 











y los condiciones límito 





"loo: 


uha=0, Aulg=o o 


19 Mama solución clísica del problema de Mtiquier para la ecvación Adu = Jon 
el dominio Q. 0 z 
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Sen vna función ). Una función u adn (0) y salio 
caco on función 4 € La (0) que pertenece a Í7(0) y 


fuer fia 0 


ra toda v E /I2(0), la llamaremos solución generalizada del problema de 
Diriehlot (4), (2. Una fanción u que pertenece a M3 (0) y satisface la identidad 
Integral (4) para toda e € 1 (0), la laraareros solución generalizada de Riquier 


0 Pa 006 0, Demis ls salto «anios 

Ls sacos AO de os es 
ms 0 5d sn rs dota o res 

>) luciones generalizadas « problemas (1), (2) y e (3) existen 
puna Eten 

EA da Ro O (11 < 1) Deseos or 5 una sn 
A >0), y por Sy, una semiestora (| A (a < 0). 


La función u (2) que al espacio C*(0) N) CL(0 Y SONG (D) y sti 
Je fupción u a) que prienca al espacio C%(0) 01 6110 U SONG ya 

















de 
y también la condición límito 


in 
OS 
so llama solución clásica del problema. 


"nigromos se (0) un abepaco del saco 4! 
tu smc CA Za em tn Sad nl. Bon ea 


dol problema (5), (6) la función u € ÁA (0) que era 





h =c0 o 











solución gonoralin 
Ne entidad. Integes 


í Cutie — | ras 
a 
Je dedo qu ya toda / € La (0) la solución generalizada del 
om 5, (0) quit e nica > E 
dininis Bimnstoal acotado con un contaras 40 £ + 


0 IU Ycan vector ado e 0, de esco at 
eo 


m/2(a (o) == (5D). La función u (o) ono 
pdf a (e) que perteneco a C (0) NAO) 
dh zE0 o 


y, además, la condición Mmito 
de 
do o 


se Mama solución clásica el problema con derivada inclinada (7), (8). 
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Designemos con A (z) una función, perteneciente a C (7), cuyo valor en el 
Ot SEA7E poo) Sila sucia conca del peli 
1 ña foi 1 (0) quo cacao Y und nd ita <P 
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$3 01 hnción 4 a 
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des, Edsonas de la Academia de Cane 
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CAPITULO Y. ECUACIONES MIPERBOLICAS 





este capítulo estudiaremos el problema de Cauchy y los pro- 
blemas mixtos para una ccwación hiperbólica del tipo 


Uy — div (6 (2) Vu (z, 0) + a (2) ulz, 9 =f(2 de 
Aquíe (20 =2% 00-02: 1) es un ponto del. espacio. (n-+4)e 
dimensional Rss FE llao tE 2) 


y diva (2 Dio ir ta Avia, 0) 
usos y cotos div ve(r. 0 = E 


en considerar los datos de los problemas como fi 
reales y examinemos sólo aquellus soluciones de los problemas citados 
que posean valores reales. Con este motivo, por HP y C*, km 
dio. de» > «a entenderemos, en o sucesivo, espacios rales correspone 
dientes. 














¡ciones de valores 








3 1. Propiedades de las soluciones 
de la ecuación de onda. Problema 
de Cauchy para la ecuación de onda 


1. Propiedades de las soluciones de la ecuación de onda, Exa- 
minomos una ecuación de onda 


Cata ly 4 — A 





TA 0) 
la cual es la ecuación hiperbólica de segundo orden más sencilla. 

Hollomos, ante todo, algunas soluciones especiales do la ecuación 
do onda homogénea ((] u = 0), que dependen sólo de | |. 
Una función 0 (z, 1) = te (£[2 1), que para 1 | =£ 0 es Ja solución 


do la ecuación de onda homogénco, satisface Ja ecuación diferencial 
ordinaria 











y 4 O, 


La solución general de esta ecuación en cada uno de los intervalos 
(00, — 1, (1, +1), (+1, +00) se prefija por ln fórmula 


afiear 





dih o 
100 
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dondo e, y e, son constantes arbitrarias. Do aquí, on particular, obte- 
nomos que para O<|2|<—1, (¿=0/|2|<—1) la función 
v(z, t) adquiere la forma 





ooo illes anton, 
ote 09 =c 0 EVE o, cuando n=, 
ole 0=0ipte cuando nu, 
elo, 
PR Dosignomos por Kg, y 19 00 como (zx ISE LOA 
<t<1) de «alturas 4 —6 y vértico en el punto (2', ('); mediante 








viga 


lateral del cono (ls PI == 
la cual es la característica (véaso $ 2, cap. 1) de la sonar 
"mediante Di, y, y, una baso del cono (| |< 
1); medtante $, +. e el contorno de la beso, es 
doclr, la cstora (22 [=P 0 bm 8. 

Sóan: (2%, £) un punto de Rasa, Ki el cono 

Ko <0 JD =D, 0 

la baso do esto cono (véase fig. 2). Mostramos que sí una 
Tunción u (z, 1) es suficientemente suave en K UD, su valor en 
wn punto arbiteario (2, t) del cono K se determina en ol cono 
Zo... on térmicos de C] u, y enla baso de este último Dz, 1. 
on tárminos de u Y Us 







eS 
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Examinemos primero el caso de tres variables espaciales, n= 3, 
Admitamos que w (2, 1) EC* (K) NOK U D) y Eu EC(K LID). 
Sea (E, 1) un punto arbitrario de E, y sea e un número arbitrario 
positivo menor que T— M0<e<T— 0 












Designemos con K. un dominio (e<|2—E|<1—4, M< 
St<r- esto en K. Dividamos el contomo de K, en 
tres partes: Tem ([2—El=rot 6St<r=eh Dim 





A a OS 
1—e) 
Elijamos una solución especial de la ecuación de onda homogénea 


que depende sólo de 





EA o 


Yo que los funciones w(x, 0) y v(— E, £—1) pertenecen 
a C* (Ko, tendremos en Ka 


rDu—«Do—— 2 lu 





da + (0d 





Integrando esta igualdod en K, y teniendo en cuenta que Cv 0 
en Ks, en virtud de la fórmula de Ostrogradeki obtendremos 


Jeria S, [3 07 91005) 1 (uo +10) 11] 45 
A Eb 
ln HL Hl ) 
dondo n == (M, May Mty Ma) es vector unitario de la normal exterior 
1 OK. y Ino lo, y, son las integrales extendidas a Tes De, Ya: 
Examinomos Ín integral extendida a Ty. De (2) se desprendo que 
v Ir, 0. Adomás, puesto que 


A 4) 
y lo normal a Do E) 
g 


2. 1), entonces 3) (vs 





PP 
TER 





vr ER ml, 3 


1 
gr 
Por consiguiente, 


dm] [e(Eon—vin) + o(uen— 300) Jas =0. o 
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Como en D, la normal »(0, 0, 0, —1), entonces, en vista de 
0y4 
A 

camita sariiao 


Puesto que las funciones e, 1) (af) contim 
O O pa cios pus 








nom 
E 
. 


+ 5 (Ef-uende 0 


tte 





En la suporficio ya la normal n= (25%, 0)=(Í22, 0). Por 
lo tanto, tonicndo on cuenta (4), ablenemos ( ) 
Ta y oe fl int 
te Po rlios 

a (Eos + Ea 2 

trolas trios 
Puosto que para [El =e, P<1<1—e, tienen lugar las 
desigualdades [Elo y lu(=.1)—u(b, 1)|<Me, dondo M os uno 


Sostamto (M==, max 1Vu]), ontoncos 
ON 


|, f_ Hasan 





6.04s.|< 





S f 1u(.9-4G,0145,< tem. 
tete 
Por ello, oxisto el límite para la integral Impara ¿== 0 y 
im, =42 | (— due. het m 
4 
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Pasando en (3) al límite para 2-> 0, en vista de (5), (0) y (2) 
o o O 


del (QuE pd 





TS 
lA de 


Dorivemos esta igualdad respecto a Y: 


Jun 
1 


AI uo 
ar E ae Í e de, 
» Pradera 





OS 
a 








de donde 
ala 46509 05.)+ 





Ha, Al mis 


Quedo as. 


+hja 





Qué. 12 45. 
AS 


= f Pricita, 


mie 
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para cualquier punto (z, £) del cono Ki», y y tiene lugar la sigui 
formula de Koro A 


sl uE. 6y4s;)4 


Du 





uma EZ] ulr+ntt—e), 04. 


into 








Hua Í ems) 


E) un") 4, + 
1 


+ql 1] Vulr+nli—0), 6), m)dSy= 


“a ÍA Vas. 
* 





Par ollo, la fórmula de Kirebhoff so puede escribir en la forma 


al ÍA VU as 
rió 
tna ) ems 

Ej Hi 
té 

Las fórmulas (8) y (9) muestran que el valor dela función u en el 
punto arbitrario (z, 1) de K se expresa en K,, ;, yo en términos de 
Du, yen D,, ;, 40, en términos de u y 1. Indiquemos quo el valor de 
la función u en el punto (z, £) € K se determina (para n= 3) por los 
valores de la función Cu no por todo el cono E. y, soSino sólo en su 








$ L SOLUCIONES DE LA ECUACION DE ONDA, SUS PROPIEDADES 297 


superficio lateral Fi, ;, so, y por los valores de las funcionos 1, tí, 
Vu no por toda la base Da, ¿, y, sino sóloen la frontera de ésta, es 
decir, en la esfera Sx, sv. En particnler, si para un punto (2, 1) € 
EKos que Du =0e0Pz 0 yum [Val =0e0 5,100 
entonces en esto punto u (<, 1) =0. 

De lo demostrado so doduco inmediatamente la validoz (pora 
n = 3) del siguionte teorema en el cual se afirma que la solución 
uu de la ecuación (1) se determina unívocamento en el cono Koa, y, + == 
== K por los valores de u y u,en la base Das. y, so = D do este cono, 

roman, Supengoms gu le funcines (2) y un, pere: 
necen a C9(X) ) CRU D), Qu = Du en K y 0 (2 0) lo 
mus (2, los A Entonces. uyumuz en Ko. 

Efectivamente, la función == uy — uy porteneco a C*(K)f) 
A CUY D), Cjú = Ocn K y para 2 ED w(2, 6) == us (2, 6) = 0. 
De() se desprendo que u (2,1) em Don K, es decir, u, (2,1) = us (2,0) 
en £. El teorema está demostrado. 

Una representación correspondiento. así como también la demos- 
tración del teorema £ en el caso de un número arbitrario de variables 
espaciales, puede sor obtenida medianto el mismo procedimiento. 
Sin función u (2, 0 € C* (K) ) C'(KU D), la función Du y todos 
sus derivadas respecto a las variables espaciales hasta el orden 7 = 
- mx ( [5] 1,0) son continvasen K Y D, (2,0) ECl5l (7) 
yu (2, 6) EC” (D), entonces el valor de u (z, 9) en el punto arbitra- 
lo (r, 1) E K se exprosa en términos do la función (Ju (y do sus deri- 
'vadas respecto a las variables espaciales hasta el orden m) on K,, y, 70 
y en términos de las funciones u y uy (y de sus derivadas hosta +1 
orden [ y | y m, respectivamente) en D,,. ,, so. Por ejomplo, para n >3 
la represontación se obtiene del mismo modo que para 
= 3; con ello, a título de la solución especial de la ecuación de onda 


homogénea v(2—B,1—x) para <-—4 se debe tomar la 























Seto que en el caso de n pares, n >>, el valor dela fonción 
ss en el punto (o. 0) se determina por os valores de la [unción Cu 
(y do sus derivadas rspect alas variables copacalos en Lodo l cmo 
Meer Y por los valaces do funciones sy by (3 de sua derivadas 
respecto a las variables espaciales) en toda la base Ds, y, (o. Si 
en cambio, el número de variables espaciales es impar, n > 3, como 
también 2 3 el valor delo Tancióne cn el punto (o, e delórmina 
por valores de la función [u y por los de sus derivadas respecto a las 
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variables espaciales sólo en la superficie lateral Tx, , y» del cono, 
mientras que los valores de las funciones 1, u, y de sus derivadas 
respecto a las variables espaciales determinan el volor de u sólo en el 
comio Se 0 a e y 

En el coto de una o dos variables espaciales las representaciones 
correspondientes y, junto con éstos, las demostraciones del teorema 4 
de obsonn de Ta sane más fácil diveciaento de la Hcmola (9) 

DN 

Supongamos que la fonción us. ), x=(25. xo) está dada en ol 
cono KK , ps 2! = (23, 23) y porteneco a CUK)NCUK UD), 
D= Da, 1,1o Yo además, U= ug1— ts, — tyas EC (K 11D). Podo 
Dos cdadlata uz.) ot una ancla de cas varas 
Xy 1. que no depende de zy, dada en el cono de cuatro dimensio- 
mes Ko stop n.o dondo 25 es arbitraria; con ollo (2 Ze NE 
Ea AND) Y 
A A SAS 
mula (9), pora todos los puntos portenscióntes a X, tenemos 


ar É lie Ens Pd 
ob 


e (ha — 24) a (o Eno 1) + (a — 24) Upa (o Ens 091451 + 


j Maa Ea 1) d+ 
e 7 


4 Ñ a 5 De 10 45, 
tin 


































Ya que 
5, Ear id 
tentar desata 
0, 
-2 40) 
A 
resulta que 


ele pe A A 
H mue! 
can 
A 


¿fo | Hi 


a 





$ 1. SOLUCIONES DE LA PCUACION DE ONDA, $US PROPIEDADES 299 


donde E== (E, E). (z,, za) y (z, 1) es un punto cualquiera del 
cono Ka, 1, y». Esta fórmula nos da una representación buscada do 
la función para el caso n= 2. 

Tndíquemos que para todo punto (z, £) del cono K 


A 
A " 
a pra) 
O 


Por esta razon la igualdad (11) se puedo escribir en la formo 


A o 


e 
: 40 

És 

ms, E 


[uy Ara 
La La on (12) se llama fórmula de Poisson. Análogamento, cuando 
m => Á, la representación correspondiente se obtieno con facilidad de 
la fórmula O] (6 de (12)). Si u(=, 1) EC*(K) 1 C'(KU D), dondo: 
Ko Kss q, 10 (un trióngulo (—A<r—Po—1+00< 
<<), Do De, y, + (un intervalo (1+ Pad 
— 6), y Qu muy U zx EC(K UY D), entoncos los valores de la 
función u en un punto arbitrario (z, £) E K se expresan por la si 
guiente fórmula de D'Alembert: 


ela, y LE, Mn rdi 


++ 06 a+ 




















+Efd f 06.0% (2 0€Ka, (13) 
y de Cauchy para la ecuación de omda. Dosignemos, 
para abreviar, los conjuntos de puntos (€ Ra, 1>1%), (2€ Ra, 
120) (HER SSP), (ER, 1 = 1) medianto (E> 1), 
4>8), (6<I<E), (£ = 1), respectivamente, y los Icios. 
CU> 0), CU>e)) mediante C*(>f) y C* ESO 

Una función u (z, £), perteneciente a C* (£ > 0) () C! (£ >0), se 
denomina solución (clásica) del problema de Cauchy para la ecuación 
de onda en el semiespacio (t > 0), si para todo z € Ra, t > 0, olla 
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satisface la ecuación 





Du=f, (14) 
y, cuando £ = 0, las condiciones iniciales 
lo 9 (a), 115) 
te lane y (2) 


ondo q, y y fon las funciones dadas. 

En VINtod del teorema 1 del punto anterior, la solución u (2, 0) 
det problema (14). 15) se define univocamente en cualquier cóno 
Ku, a LE E fr 10 > 0), y. consecuentemente, en todo el somios- 
paca" (E of, en términos de les funciones dadas, /. q y Y- De ste 
Fodo, tiene lugar la siguiente afirmación. 

ona +. El problema de Cauchy (14), (15) no puede tener más 
de una solución. 

Pasemos ala cuestión dela existencia do Ja solución del probloma 
e la solución u (2,1) del problema (14), (15) 

pongamos que la solución u (x, 1) del problema (44), (43) ext 
Do los resultados oblenidos en el punto anterior se deduce qu 
ECU-SO), entonces la solución se presenta, en el coso do tres 
Iariablos espaciales (n = 3). por la fórmula de Kirchholf 


lar 05) er sl (Ddsi+ 


el Epa, emo 


















ue, ba 








89 sl coso de dos variables espaciales (u — 2), por la fórmula de 
oisson 


A 
+, [rt 








yy, on el caso de una variable espacial (n ==;1), por la fórmula de 
D'Alembert 5 


A TEA 


+50 1002 zER t>0 (18) 
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Con este motivo, la demostración de la existencia de la solu 
del problema (14), (15) so reduce a la búsqueda de condiciones bajo 
Jns cuales la: función u(z, 1 delínida por wma represontación 
correspondiente, es la solución de este problem. 

Examinemos primero ol caso de tres variables espaciales (1 = 3). 
Es válida la siguiente afirmación, 

SI 9 EC (Ra), y EC* (Ry) y la función 1, como también todas 
sus derivadas respecto a 21, y, a hasta el segundo orden, inclusive, 
son continuas en (t >0), entonces la función u, dada por la fórmula. 
de Kiel] (16), 6 la solución del “de Cauchy (14), (15); 
com ello, para todo punto (X, 7) € (t >0) fiene lugar la desigualdad 


<olas,, y, y +TUIVO as, y, yt 


+Tlioo,, 





Vilar; 





A 


omsravacion. Do la fórmula (19) se deduce que sí la función / 
es acotada en (0<1< 7), la función y es acotada en Ra y la fun- 
ción q es acotada en RI; jutito con todas sus primeras derivadas, on- 
tame sota a del problema (14), (15) es acotada on (0<1< 
<T) y 


” 
+7 su] sul 
ep peSnpl ote Tego aplat+ 5 11 











Examínomos, anto todo, la función 


alle temer | ud E 190150, (20) 
ob 

dondo g(z 1) EC (x >0). Cuando la función £ no depende del 
parínolro e. glo 0) = eo) desir la fnción 4, (o, 1) 
mediante 4, (2, 8: 

uo +. SL la función g (2, Y) y todas sue derivadas respecto a 2 
Za, 7a hasta el keésimo orden inclusivo, k = O, A... pertenecen Q 
5 0), entonces la función ts(z, £. Y) y todas sus derivadas res. 
otto a Zy3 2, En 1 hasta el kzésimo orden inclusive son continuas en el 
conjunto (€ Ro. £>0, Y >0). Cuando k >-2, la función ua (2. 
E. e. para cualquier + 2.0, satisface en (£> 0) la ecuación ua 
0 y las condiciones uz | 








0% uplo=g(z, 1). 
La primera afirmación”del lema se deduce do la igualdad 


Ú qx. +tm, 0d. en 
PA 








MS 
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¿Dg 09) 00 deco también que me la O, Peon que pura 





E es 


entonces Atig|: y =0. 
Dorivando (21) respecto a £, obtenemos 
doy 
- 4 i gm des + 
tmb 


+6) Wee+tm od más. (05 
ES 
de donde 
HL Sete nisa=ala 0 
má 





Puesto que 
E Í Wer mas. 
mis 
ef A | A 


mo tens 


"a Í ar nat 
tibia 





Mondo Fiz, La) f Ag(E, 1) di, entonces (23) so puede repre= 





sentar en la forma 
LO Y 
At 
de donde 
Poe Lar L 





dd ts 
FAA 
E 
a ar 
al 





dr j dnd 
taa 
=E | ree+madsn 09 


1 
=P 
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De (24) y (22) so infiere que seg = Az. El lema está demostrado. 

)mo el segundo Sumando en el segundo miembro de (16) os 
ue (z, 1), entonces en virtud del lema 4 (9 € C* (Ry), pertenece a 
C* (£:>0), es la solución de la ecuación de onda homogénea y satis- 
face las condiciones iniciales 


pl 


EX prinr sonando en el moundo mio de (10) os 232 








Puesto que GEC!(Ro), la función LE £Ct(£>0) es ln solución do 
la ecuación de onda homogénea 


0 (hu) 0m=o 
y satisface las condiciones iniciales 






Desi 
do (16) Y ta 


ES E LE 


EE f 16m 


tl 


lata, S, 10045) ee 06.1 04s 





dondo G(z, t, 1) =us(x, t —1, 1). En vista del lema 4, la fun- 
ción 6 (e, l, 1) Y todas sus derivadas respecto a Zi, £n 29, basa ol 
sogundo orden inclusive son continuas en el conjunto (x € Ry, 1 > 
>0,0.<1 <!) y para cualquier 1 >0 


Gu—AG=0 cuando t>r, 
. Coli =P (a, 0. 
Entonces, la función F(z, 1) =[G(2, 1, 1) de os continua en 














(£> 0) junto con la primera derivada respocio a £, y todas las dert- 
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ados respocto 1, 4, , hasta el segundo orden inclusive, Y como 

» Shot Gala, t, ver] Gríz, ty de, 
cntones, FECHURO: Ademáa, 


AF, 9= | A6(2, 1, dt 


Fu=G +] Gutes h0d=/+ ja5í dro 


Por consiguiente, la función F (z, 1) sotisface lo ecuación (IF sa 
y las condiciones iniciales homogéneas E lag == 0, Fl [pao == O. 
So ha domostrado, pues, que la función 





ute 0 





Huele, 04 $ ue, tx, Dl, 


dada por la fórmula (16), es lo solución del probloma (14), (15). 


Demostromos ahora la desigual 
arbitrario del semiespacio (£ > 0). 
(2, 1) del cono Ka, x,o y todo 1 >0 


Paste 0 Lt ma (e IET max eE) (25) 
en Paria 
Por lo tanto, 


Ulea Bt, E JPO Io 


(19). Sen (X, 7) wn punto 
ista de (20), para todo punto 








7 mz JH= TE, y 00 


y 
I í ES asi (0,2 (ole 


r 
llar. 9 Í SS 
Análogamento, en virtad de (23) 


ES 
SL... 9 los, TUVO 5, 0 0 
La desigualdad (19) se deduce directamente de (26)—(25). 
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Soñalemos que las condiciones, impuestas a las funcionos q, 
v/s ¡ura las cuals está demestrada n existencia d la solución del 
Cauchy, en sentido determinado no pueden ser debili- 
"El siguiente ejemplo muestra que la condición de poriononcia 
de la función q al espacio € (Ra) no es suficiente para que exista la 
solución del problema (14 
Supongamos que la función $ pertenece a C* (RL) y depende sólo 
de [2 1.9 (2) ma (| z |). Sea quo existe también la solución u (x, 1) 
del probloma (14). (15) con la función citada y (2) y las funcione: 
$0 y / 220. Entonces, cn virtud de (16) 


uo =, do (1511451). 











15). 











Sos [2 15% 0, Puesto que para Sa le puntos E do lo ostera 
«le —E]=1) tiono lugar la igualdad |El=[|2P+04 
+2 15 $£co50, donde 0es un ángulo entro Los wectoras y E ==, 
entonces 


a(l5)) ds; 


cea [av TA a 


2 Ja ERFRITO dm EE pato 
0 E vda 


e 
ola l 40140) = 


an 
AS IS 
E IN 


De aquí, en virtud de la continuidad de la solución, (0, 4) == 
= (2) + a (9. Y como la función (0, NECE 0), li 

ción a (] z 1) debe pertenecer a C* (| 7 1 >0), lo quo, por 

no se infiere de la pertenencia de la función y al espacio C* (Ry. 
ASA 
za EC (Ny) y la función | (2;, Za, 1) €s continua en (1 >0) Junto 
con todas las derivadas respecto á les variables x, y za hasta el segundo 
arden inclusive, entonces la función u (x,. 24, £), dada por la fórmula 
de Potsson (17). es la solución del problema (14), (15). Con ello, para 
dudo punto (X, Y) dl semispaco (1 >0) s válida la desigual 12 (19): 
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De acuerdo con la fórmula (10), para cualquier za 


Ulea 2 9 el idas) + 


Ya EJ AS + 





Has Fe 10 dSp (17) 


ses 


donde Sp (21, Za, 2) es una esíoro de radio p y con el centro en «l 
punto (np fu 2: (2 — EJ? + (2; — ES + (oa — ES)? =p. Como 
Acabemos de demostrar, la función en el segundo miombro de la 
igualdad (47) es la solución del problem 

— lo = / (8 2 1) en (050), 2 lio ales al le 
y Ue, zos Y para olla se comple la desigualdad (10), Y ya que 
la función 'u no depende de x,, será, para n= 2, la solución del 
problema (14), (15). 

Cuando n= 1, se compruela inmediatamento que la Junción 
u(z, %) definida por la fórmula de D'Alembert (18), es la solución 
del problema (14), (15). st y € C* (Ra), Y € C* (la) y la función f (2, 1) 
y mu primera dertonda respeto a zon continuas en (60). Con elo, 
para! todos los puntos (X, T) del semiplano (t > 0) tiene lugar la 
desigualdad 


Valor; y 080 lld,, y, y +7 Mloz, 











r. .+ + Mor ro 





(Kx.r.o os un triángulo (14 X—T<2<T+ Xt, 0< 
<EZT) y Derio AZ TES AT, tm Ó), 60 baso): 
En caño do haber más do tros variables espaciales (n >3), así 


como para m=3, so establece que sí 4 EChI% (R), ye 


€ ClÉI* (7) y la función / es continma en el conjunto (1 >0) 
junto 'con sús derivadas respecto a 24, +... Za hasta el [2] +42 
ésimo orden inclusive, entonces la función u, definida por la repre= 
sentación correspondiente, es la solución del problema (14), (15). 
taomema 2 Si pl ECr (Ra, y (2) ECT" (8) donde 
mo=mox ([F]—1, 0). y la función f(z, 1) es continua en 
(£ >0) junto con sus derivadas respecto a z,, . . ., Zn hasta el orden 
m +2 inclusive, entonces la solución u (x, £) del problema (14), 3 
existe. Con ello, para cualquier punto (X, T) del semiespacio (t > 0) 
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so efectúa la desigualdad 
A RS 


+ EMIR 
son la constante C. que sólo depende de 7. 
“Ya hemos indicado en el punto anterior que de la fórrul 
Poisson (cunado n == 2) y de la representación correspondiente (eu 
do cualquier n par es mayor que 2) se deduce que el valor de la solu 
ción del problema de Cauchy (14), (45) en el punto (z, 1. £>0, 
dopende de los valores de la función $ (y de los valores de las deriva: 
“dos de ésta respecto a las variables espaciales, cuando 11> 2) por 
todo el cono R,,1.w, así como también de los valores do funciones 
dncials y y y dy delos de sus derivados) or toda la huso Di 
de este cono, En el caso de cualquier a > 3 impar (también cuándo 
'= 3) el valor de la solución en el punto (z, £) se doterana por los 
Jores de la función /, y cuando n > 3, también por los 
sus dorivadas respecto a Jas variables espociales sólo on a superfi 
Jatetal Pa, . del cono K:,;.w, y por 108 valores do funciones nic 
les 4 y yy de las derivadas de éstas en el contorno do Ja Dase del 
“cir, en la esfera Sy, +, 
motivo, el cono K. ,, (on el caso de un número par de 
espaciales, n >2) y la superficio cónica Fw; o (cn al 
caso de n >3 impar) se suel ¡mar campo de dependencia del 
segundo miémbro de la ecuación de la solución del problema de Cauchy 
(1%), (15) en ol punto (z, 1). Por analogía, la bolo D,,. y ubicada en 
el pleno inicial (cunado n >2 es par) y el contorno de la bola, es 
decir, la esfera S,.y., (cuando n >> 3 es impar) se suelen larar 
campo de dependencia de los datos inteiales de la solución del problema 
de Cnuchy en el punto (2, ). 
Cuando m «= 1! de la fórmula de D'Alembert (18) so deduce que 
Ja solución del problema de Cavchy en el punto (z, 1) dopendo sólo 
de los valores de la función f en el triángulo K,.;.a, de los valores 
¿de función inicial y en la baso de este triángulo /.,.y y de los volo- 
es de las funciones y en el contorno de la baso, e decir, en los puntos 
(+10) y 00. 
Supongamos que para cierto X'>0 las funciones iniciales q 
y y son mulas, sl |2 [> A, y la función / es nulo cuando 12] + 
"45. Entonces, la solución u del problema de Cauchy es mia 
para todo (2 DE(z1>R EE, 1>0), puesto que ol cono 
Xx. :.. pera tales (£, 1) no tiene puntos corunes con el conjunto 
(1 1+1<R,£>0), y la base del cono D..,., no tiene puntos 
imunes con la bola (12 |<, £=0). (Esta afirmación sigue 
ndo válida incluso cuando ] es nula sólo paro [2 | > + 1) 
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Fan ol caso de un número par de variables espaciales el conjunto 
ISR 130) es hablando en general, un conjunto 2d 
Máxiao posibles el cual u= 0. Por ejemplo; si, para 2 = 2, 
Suponccnds que a unción $ es positiva en el círculo [2 |< 
Y'gue las y Y Y son unlas, e la Lórmola de Poisson se desprende 
le 0>0 para todo (2 DEZA E LO). 

Euundo el mimero de variobles espaciales 4 33 es impar, la 
tuación ufo, 0 £e muula mo sólo ca el conjunto (21 > +h, 
150) sino también en el conjento (121 1%. 138), ya 
que pa (DEIS ER >) la supertcio. cónica 
MO, ño. ticas puntos. csmunes (cos sl conjunto (|2] + £< o 
¿5'bJ,'mientras que el contorno de la baso 3... no eno puntos 
Somunts con la bolo (|< Ri £ m0). El conjunto Go (Je | > 
SECO MELIA, LM) es, on general, un 
¿onjonto másiwoo'en ol cual y == 0, Por ¿jemplo, ki, euando n 6x3, 
fa lonción y (9 520 para 12 1.< Al y las funciones y y /5on nulas. 
de la fórmula de KiraMho(l se dosprendo que u (2 1) > 0 en domi 
mio Ia] 41 Gu 10) complementario a. 

e idemino independiente /(x. 1) en la ecuación (14 está dfi- 
nido no por todo el semespacio (£5>0) sino solamente en la banda 
(OU L Ie le pus rio 7.0 mnincsl problema de 

Wshy para la ccuación (14) se consídera en la Banda 

"Una función y (2, 0) pertenocionte a CO << TN 00 € 
<1< 1), se denomina Solución del problema de Cauchy (16), (15 
<% lo banda Hz. 88 para todos los puntos (2. 1) € Hr 
Ñv ocuación (14), y para £ == 0, las condiciones inicialos ( 
al problema de Couchy en una banda tienen Jugar, por 
Tsoremas de oxistoncla e unicidad, análogos 
«lentos para ul problema de Cauchy en un somiospa 
de Cauchy un la banda M1 no puede tene más que una sola solución 
yy o jp; ndo So pura ue Sii a clan del po 
Rica de Cauchy en Hr, es tulcionto que PEC (Ry), PEC ( 

Y la función / sen coatinga en (0< 1 < Y) junio con lodas sus ori 
tados respect 4 ls variables, y, =, hasta el segondo orden inelu- 
Sivo: comiello, a solución del problema se representa cn Tp por la 
iórmula de KirchholI 

"Ala par con ol problema de Cauchy en el somiospacio (£>>0) 
e puedo tarabién examinar esto problema on, ls subrspacios (E > 
SENO bien (0) para £ cualquiera. Una fonción uz, D, 
¡ectencciente al copacio E (> 5) N CU(E> 4, so llama solución 
el problema de Casey en el somiezpocio (E 1%) para la ecuación de 
ondo, sien (e > 8) ela satisface la ecuación Du = . y para £ = 
las condicione nteales u lic 1, ue lez == y. De modo somos 

'otermina la solución del problema de Cauchy on el somios- 
gacio (1<'P). El problema de Cauchy en el somiespacio (Y > 
Peones al problema de Cauchy, sustituyendo £ por £— DP, 6n 
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lo (£ >0). Sustituyendo £ por 1? — £, reducimos el pro 
Cauchy en el semiespacio (£<1*) al problema de Cauchy en 
el semiespacio (£> 0). Mediante la sustitución de £ por 1/a (2 es 
una constante positivo) al problema de Cauchy (14), (45) se reduce 
el problema de Cauchy en el semiespacio (£>0) para la ecvación 
A — Mu fe 
Supongamos que D es un dominio n-dimensional del plano (£= 
« 0) y el dominio O, ubicado en el semiespacio (1 >0), está cons- 
tituido por los puntos (z, 1) que son vértices do los conos Ky, 
cuyas bases (las bolas D,, y.) pertenecen a D. Si, en particu 
D es la bola (12— 21 <A), el dominio Q será el cono Kyo. y. 
si Des ol cubo [2 — <a id, m), Q3eró uma pod. 
mide cuya Daso estará constituida por dicho cubo y con el vértico 
a): si D'es todo el plano (£ == 0), Qerá el somiespa- 























función u(2 0, perteneciente a CN CUOY 
U D), so Moma solución del problema de Cauchy en Q para la ecuación 
ella satisface en Q la ecuación Qu == f, y para £= 0, 
condiciones iniciales u Igme == q, 11 lomo == Y 

sorema 1 del punto antecedente se deduco inmediata 
el teorema de unicidad de la solución para el problema de Cu 
: el problema de Cauchy en Q mo puede toner más que un: 

m. 
¡No es dificil ver que un el caso que consideramos es tambión válido 
ol tuorema de existencia, es decir, 3. Por ejemplo, para 
m ¿lo solución del problema de Cauchy en Quxisto, si y € 01D), 
Y € C* (D), y la función f es continua en QU D junto con las deri- 
vadas respecto a las variablos espacialos hasta el segundo orden in- 
elusivo. Con ello, la solución u(z, £) se define por la fórmula do 

Kirchhott (10). 

Soñalemos que la solución del problema do Cauchy (14), (15) 
on ul semiespacio (£ >0) en el dominio Q coincido con la del pro- 
bloma do Cauchy en Opara la ecuación (14) con las funciones inicia. 
los «py y considerados sólo en D. 















$ 2. Problemas. mixtos 


1. Unicidad de solución, Sea D wn dominio acotado del espacio 
redimensional_ Ba (2 = (2 ,) es un punto de esto espacio). 
En el espacio “(n + 1)-dimensional Ray om Ra X [00 LE 
< 9) examinemos un cilíndro acotado Q, > (2€D, 0<1< 
E T) de altura 7 >0. Designemos con Ty la superficie lateral 
(5. €9D, 0<t<F) del cilínáro O, y con D,, la sección (2 € 
ED, £= 1) de este cilindro por el plano 1 =T: en particular, lo 
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base superior del cilindro Oy es Dr =(xED,t= 
so inferior, Da = (€ Q, t =0). 
En el cilindro O, para cierta 7 > 
hiporbólica 
Lu my — div (a) 0) + algu 150 
donde k()€C*(D), a (2) EC (D), E(2) >ko = const > 0. 
O A al ca CO ICO, U 
Tr U Ds), que satisface la ecuación (1) en Qy, las condiciones ini 
ales 
o 


16) 


) y su ba 


examinemos una ecuación 














on Do, y una de las condiciones límites 


sele 





xo bien (bo)|, mx 


en Pr, donde o es uno función continua on Ty, se lama solución 

lá) del prime 0, respctiamente, del tercer problema mio pora 

Si os que 0x0 on Tp, ol torcer problema mixto so denomina 
segundo problema. mizto. 

Ya que el caso do las condiciones límites no homogéneas so reduco 

fácilmento al do las condiciones límites homogéneas, en lo sucesivo 

+ condiciones límites homogéneas 
ule,=0 0) 














(+ 0u)|, 0. (5) 


Admitamos que ol coeficiente a (z) en la ccuación (1) os no noga- 
tivo on Qy y la función a on la condición límito (5) dopondo sólo de 
2,0% 0 le), y 0s no negativa en Tr. 

Ses la función u (z, £) una solución de uno de los problemas 
(9—(9) 6 (1), (2), (3), (5), con la particularidad de que el segundo 
miembro / (z, 1) de la ecuación (1) pertenece a La (Q)- Elijamos 6, 
0<8<T, arbitrario. Multipliquemos (1) por la función v(z, 6) 
que pertenece a C* (Qr.a) y satisface la condición 

Dlop. 90 16) 
O lotegrmos la igualdad po al cilindro O. Puesto que su 


= (Ue — Ut y 0 ¿) = div (ko Vu) — KVu Vo, entonces, 
teniendo en cuenta la condi icial (3) y la condición (6), era- 











$2 PROBLEMAS MIXTOS su 
ploando la fórmula do Ostrogradski, obtendremos 
$ fodzdt= | (uh —div(iova))dzdt+ 
Aa Se 
+ | (vivo + anu) de dt 
0N 
= eos [=$ kE vas dt 
Dr Pa 
+5 (pura —ujzdt= — | gods — 
0 
-j lo Zas de+ | (uv +auo—uw dede. (1 
Pr. a 
Si u(x, 1) es la solución del torcero (o sogundo) problema mixto, 
sonia elend de (0) ds la alla lgualóad Haya que u 2, 4 
satisfaco la ¡dontidad integral 
$ (guoobauo—uwpdzdid | hwáS dem 
e ES 








=5 Jodedt+ | yode, 
re 
cunlosquiora qua sean v (x, £) de C* (Grs), para las cualos so cumplo 
la condición (6), y, por consiguiente, para cualesquiera v(z, () 
de Hi (Q7.s) que satisfagan la condición (6). 
ía función u (z, 2) os una solución del primer probloma mixto, 
supondromos, además, que »(z, 1) satisface la condición 


blry_¿=0 0) 
Do (7) rosulta que u (2, 1) satisface la idontidad integral 


j ii Laa Da Í fodrdt 
Os ES 
«cualesquiera que sean 1 € HI! (Qr-s) para las cuales se cumplen las 
condiciones (6) y (8). 

Empleando las identidades obtenidas, introduzcamos los con- 
«optos do soluciones generalizadas para los problemas mixtos en 
cuestión. Supongamos que f (z, £) E La (Qr) y y (2) EL. (D). 

Una tunción u, portenecionte al espacio M1! (Qy), se donomia: 
solución generalizada en Qp del primer problema misto (1)—(4), sí 
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satisface la condición inicial (2), la condición límite (4), yla identidad 





[uervo ao —aiddedi= | quda+ | joda 00 
+ Me 


<r 


que sean 1 € 11% (Op) para las cuales se cumple Ja con- 
dición (4) y la que sigue 





slo,=0. 00) 


.a u, perteneciente al espacio 41% (Q4), se lama solu- 
ción generalizada en Qr del tercero (del segundo, cuando a == 0) pro: 
blema mixto (4). (2) (3). (5). si olla satitaco la condición inicial (2) 
y la identidad 





Í (Quo ao —ujopdedt+ | ova de 


-j sedes] fodedt (18) 
. de 
malesquiera que sean 1 € H! (05) para las cunlos se cumple la con 
díción (10). 

Tndiquemos que análogamente a las soluciones clásicas, los solu- 
ciones gonealizdas posen a siguiente progidad. Si uds lo ol 
clón generalizada del problema (1)—(%) 6 (1), (2), (3). (5) en el cilindro 

y, sta también lo será para el problema correspondiente en el cilindro 

. Cualesquiera, que sea 7'< 7. 

En ofocto, si ln función u es solución generalizada en Q, de uno 
de los problemas en consideración, entonces para todo 7'< 7 
u € 41 (Qr) (en ol caso del primer problema mixto u fpy. 0) 
y para ella tendrá lugar la identidad integral correspondiente, cua- 
Jesquiera que scan v que pertenezcan a 17? (0+) y satisfagan Ja condi 
ción v la, = 0 (y en el caso del primer problema mixto, también la 
condición 1 lez = O). 

¡No es dificl] comprobar que si la función v pertenece a 41! (Or), 
Y lp 0 y v=00n Q/N Or, entonces 1 EM (Op) y 0 loz => 
y si, adicionalmente, y fr. == 0, será mula también y [sy. Por ell 
la función u satisface la identidad integral por cuyo intermedio 
dormia la moocón rersizada del crmpumdino ¡roble 
míxto en Qe. 

Señalemos, además, que ol concepto de solución generalizada 














dol problema mixto se ha introducido como concepto izado 
do la solución clásica (para Y € La (Qs), siendo establecida, en esto 
caso, la siguiente afirmación: una solución clásica en Qy de coda uno 


de los problemas (1)—(4) y (1), (2), (3), (5) con f € La (Or) es solución 


$2 rrontanas anxros EN 


rad del problema correspondiente en Qr.,, para cualquier 
0: 

Alla par con ln soluciones clsicas y gonoralizadas de os proble» 
uns mixtos 5o pueda introducir el Concoplo de solución on caal todo. 
punto Qn eL, O ces slompeo) Uns funcido € so lama lación 
en c.t.p. del problema mizto (1) — (4) o del tercero (del segundo, cuando 
9 == 0) problema mizto (1), (2), (3), (5), si ella pertonece a H* (Qy), 
satisface en Qy (para casi todo (x, 1) € Qy)) la ecuación (1), satisface. 
los condiciones iniciales (2) y (3) y una de las condiciones límites ó- 
(5), respectivamente. 

"Do la dolinición so deduce inmodiatamonto que si la solución 
clásica del problema (1) —(4) o de (1), (2), (3), (5) pertenece al espacio. 
HP (Oy), será la solución en c.t,p. del problema, correspondiente. 
“Adomás, sí lo solución en c.t.p. del problema (1)-—(4)(0 de roble 
(1), (2), (3), (5), pertenece a C*(07) N C* (Qr U Ty UY D,), sora 
solución sia de ene problema (E cian OT 
+ 5 Jes io y es nula casi siempre en Qy; por lo tanto, es. 
la ses en Qe 

Como hemos Soslrado untes, la solución cláica del primero 
tercero (segundo) problema mixio para la ecuación (1) en Qr para 
1 € La (Qr), es la solución generalizada del problema correspondiente. 
en Qro pe cualquiera 6 € (0, 7). De modo análogo se demustra 
que la solución del primero o tercero (segundo), problema 
mixto para (1) en Q, es la solución generalizada dol 
Problema. correspondiente en 9%, 

"Tien lugar la siguiente IFnción, en corto sentido inversa. 

1uoua 1. Si la solución generalizada del problema (1)-—(4) á del (1), 
(2), (3), (5) pertenece al espacio IP" (Qy), será la soluciónen c.1.p. del 
rúblema. correspondiente. Si la solución generalizada del problema 
(1)—(4) o del (1), (2), (3), (5) pertenece a C* (07) CU(0r Y Tr UD. 
será la solución clárco dl problema torrespordent, 

Demonios a en ns aries dle 
Supongamos que la solución generalizada del problema ($) 
ode (0, (0, (0). (5) pertenecen 2 (05) (a blen a CE (0 NAO 
YE U De. Entonces, gara demostrar ls airmacianes del loma 
tf establecer que en 0? a función u satisace la evasión (De 
en D, la condición inicial (3), y en el caso del tercoro (segundo) 

srobleme mixto, tsmbién la condición Ami (2) en Y, 

“Tomemos wna función arbitraria v € C* (07) y, va 
la fórmula de Ostrogradski, transformemos (9) u, respec 
(10) de la manera siguiente 






















































f (—divkvu-+au+u—1) vdzdt=0. 
ES 
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Si u € HP (Qr), entonces —div (k Y u) + au + un —1 EL, (Qu), 
y, como el conjunto Ei (Op) es siempro denso on Ls (Q+), la función u 
satisfará la ecuación (1) casi siempre en Op. 

Si uE C*(Q) N C!(Or UY Pr U Dy) entonces —div (k Yu) + 
+au + un —/E€L, (0) siendo Q” un subdominio arbitrario, 
Q' E Q; ya que el conjunto de funciones C* siempre denso 
EE O NTao A arbuamdad 9 e demo qu Jon 
satisface on Qr la ecuación (1). (Puesto quo la función —div (£ Y 1) + 
- au + us continua en Or la función f será también continua en 
Or, es decir, la función u satisface en todo punto la ecuación (1), 

“Tomomos una función arbitraria v que pertoneco a Ct (07...) 
para cierto 8 € (0, 7) y que satisface las condiciones (6) y (8). Si 
u € JP (Qr), entonces de (9), o rospectivamente, de (11), modiante 
la fórmula de Ostrogradski, obtenemos la igualdad 

| lue—y)edz=0. 
Esta misma igualdad es válida también sí u € C* (Qr) NM C! (Or Y 
U Ty UD), puesto que en esto caso —divk Yu + > / 
Eln(Qr) y "€C*(Qr.s). Como por cualquier función y 
de 61 (6) (ol conjunto de talos funcionos os siempre denso en Za (Dy)) 
so puedo constenie una función y que pertenezca a Cl (Op...) y satis 
taga las condiciones (6), (8) y la condición v |p, =£, entonces la 

función u satisface la condición inicial (3). 
Tomemos ahora, para cualquier 6 E (0, 7), una función arbitra- 


sia vECH (Gs) que satisface la condición (6). Entonces do (14) 
obtenemos 




















| to (+ 0u) as demo. 
Ta 
Poro, para toda función £, continuamente diforenciablo y tormt- 
mal on E ll conjunto de tales funcionos us sierapro denso on Za (E), 
so puedo hallar ua 5 € (0, 7) y una función v € C* (Or.s), que satis- 
“aga la condición (6) y la condición v | P'-4 == g/k. Por ollo, (24 


+08) ny =0. El lema ostá domostrado. 
Demostremos ahora ol siguiento toorema do unicidad. 
sronBxA +. Cada uno de los problemas (1)—(4) y (1). (2), (3), (5) 
mo puede tener más de una solución generalizada. 
a u una solución generalizada del problema (1)—(4) o del pro= 
loma (d, 0), (9), (para [=D 00 Qp, 9 =0.9 =00n Ds. Mos- 
tromos que u =0en Op. 











u( 00, 0<t<w 
st 9 | Jue » 


0, 1<t<T. 


Se comprueba inmediatamente que la función v tiene en Q, derivadas 
gonocallendos 
—u O<t<w 
-( 0, 1<t<T, 


(due Dé 0<t<r" 





o 1<1<T. 


Por consiguiente, v(z, 1) E M1' (Qs). Con ello, Wlop=0, y para 
sl caso cuando u es una solución generalizada del primer problema 
mixto, v Je = 0. 

Sustituimos la función ven la identidad (9), si u os una solución 
goneralizada del problema (1)—(4), o en la identidad (11), sí u os una 
solución gonoralizada dol problema (1), (2), (3), (5). Entonces, para 
ol primor problema mixto, obtenemos la igualdad 


Í (vu [ Yu dd — av + mu) de di, 
y para ol tercoro (segundo) problema, la igualdad 
¿ln j Vu dawn um) det 
+/ trato, 9 ute 0) 4045 dt=0 


(cocordemos que en el dominio Qs vy =—u € HI (Q)) y por sonsi- 
Pear id Sd EN 


su ar. Y Ecuaciones morensoLics 
Puesto que 

| kt3vuts, 9 Í Valz, 0) d0dtdz= 

ES : 


- [109 vet OL] vaz. 0740 atdr= 
[100 vet 00 vu 1dtda= 
e 160 Í veta, 040] vu(z. Datdz— 


400] veto 09] vato Ydtdzw 


=[409]f vuta, napes—| repvate 9f vaa, varas, 
entonces 

[uo [vato ávitás= pu] j vuíz, gatas. 
Ya que de modo análogo 


Ñ ho, af ula, 0) 40AS dl 
d 


ue vajres— [toto Ju oaas a 
entonces. 
pee of us pasan in] uta dt) ds. 
Además, 


| arvrdzdt= ejer La! avda dt. 
ES y 
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20. m 
ao drdi=— E ( 
(el 


Análogament, tonomos 
[rte ss 


Por consiguiente, si u es una solución del primer problema mixto, 
obtener 








[+00] vuce ala fañisy] utde=0, 
y si u es una solución dol tercoro (segundo) problema mixto, entonces. 


Jue] ue nara faráns $ inaes 





+[0([ ut pajas 


Como k(2) >0, a (2) >0 0n Qs y (2) >0 0 Fr, ontoncos 
do ostas dos igualdades so deduce que | u' dz =0. Puosto que y 


+8 un número arbitrario del intervalo (0, 7), u == 0 on Qy. El toore- 
ma queda demostrado, 

Según fuo demostrado, las soluciones clásicas de 1 
(0=(0 y (1), (2) 6), (5) son también soluciones lizadas do 
éstos problemas on Qr-s para cualquier 5 €(0, 7). Por eso, del 
teoroma 1 se deduco inmodiatamento la siguiente afirmación. 

conoLamo 1. Cada uno de los problemas (1)—(4) y (1), (2), (3). 
45) no puede tener más de una solución clásica. 

Puesto que las soluciones en c.t.p. de los problemas (1)—(4) y 
(0—(9), (5) son también soluciones generalizadas de estos problemas, 
entonces del teorema 1 se desprende 

Conoramo 2. Cada uno de los problemas (1)—(4) y (1) (2), (2) 
(5) no puede tener más de una solución en £..p 

2. Existencia de solución ligada. Demostcemos ahora 
la oxístencia de las soluciones de los problemas (1)—(4) y (1), (2), (3, 
(5). Emplearemos para esto el método de Fourier, según el cual la solu: 
ción del problema mixto se busca on forma de una sorio respocto a 
Ins funciones propias del problema elíptico de contorno corrospon- 

lente. 








roblomas: 
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Sea v(z) uma función propia generalizada del primer proble 
de contorno 





div(kD)—ac=dw, 6D, 


vlao=0. dal 
del tercero (segundo, cuando o == 0) problema de contorno 
divUvo)—aw=ko, 26D, 
(vo) € es 


(H+00)|,,=0 
(es el valor propio correspondiente). Quiero decir, que en el caso 
del primer problema de contorno v € /1* (D) y para todo y € 4% (D) 





[ Arem+emnar+a] onda 0, (15) 


y en el coso del tercero (segundo) problema de contorno 1 € 1% (D) 
y para todo y € A (D) 


Joareonemidst [hondo +2 | mácmo. (45) 
de 





Examinomos el sistema 2, 
L, (D) compuesto de todas las las generalizadas dol 
poblome (42) o, respectiv 2 13); dy da 0 
es una sucesión de los valores propios correspondientes (Considora- 
mos, como siempre, que la sucesión do valores propios es no cre- 
cionto, con la particularidad de que cada valor propio so rop 
asta sucesión. licidad) 1o demos 
trado en el $ 4, cap. IV, el sistoma tj, Vas - 68 
mal on La (D) y da» —0o cuando l=» co. En el caso de los pri- 
mero, torcoro (cuando 9 sá O en 4D) y segundo (cuando a má 0 en D) 

problemas de contorno (recordemos que k(2) >ka >0, a (2) > 
Ven D y.0 (3, >0 en 8D) el primer valor propio dy < 0, es de 
sn 0>h >>: 

del contorno De 2, > 





























200 == 0en D, para alega problema 


Supongamos quo las funciones iniciales q (2) y y (2) en (2) y (9) 
pertenecen a La (D). y la función f(z, £) € Le (07). De acuerdo con 
el teorema de Fubini, (2, 1) EL, (D) para casi todo 1€ (0, 7). 
Las funciones p (2) y $ (2), así como también la función f(x, Ó 
fura casi odos los colores de £€/0, 7), loz desoroloremes en 

sories do Fourier según el sistema »y (2), va (2), +  - de funciones 
propias generalizadas del problema (12) (al examinar el problema 
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(1)—(4)) o del problema (13) (al examinar el problema (1), (2), (3), (5))» 


em E mt. va= 2 wn 10 





-Ín0060, 40 
donde qm (gr ideo Ye (Ys Din, Y (0 S 1(2, 0)vx(2) dz, 
k=4, 2,00. Puesto que 1mor<j Pl a! ddr 
=j Fez, 8 dz, entonces fo(0ELA(0, T), luzá, 2, ... Doscurdo 
con la igualdad de Parsevol — Steklov 


2 malla 2 mln an 
y pora casi todo 1E(0, 7) 


Pie, Ddz, 





Por consiguiente, 


3 [nos-| Pácd, A 


A título de funciones jniciales en (2) y (3) tomemos primoro las 
funciones qava (2) y ya (2), es decir, k-ésimas «armónicas» do las. 
series (16), y a título de la función en el segundo miembro de la 
ecuación (1), la función fa (Ju, (2). k >1. Examinemos la función 


ulr, 1) =U, (00 (a), (18) 





donde 


Da) = qu cos Y =Tat+ ¿Ll son Y —Rut+ 


á i x= E 
+7] hs VR U—=D4 (19 


<0 CAR Y BEVACIONES IvERVOrIcAS 
y en ol caso 20 
Uy tl ds 


Ls VTA 


AHÍ o o en. 


(95 cos Y Fat + 








La función Us (( pertonoco, evidentemente, a /1* (0, 7), satisfaco, 
cuando £==0, las condicionos iniciales Un (0) == qa: UL (0) = Ya 
y para casi todo £ € (0, 7) os wma solución de la ocuación 
WihUamfa kh. 150) 
Mostromos que si v% (2) y 2 son la fuación propia geuvrolizado 
y el valor propio correspondionte del problema (12) (o del problo- 
ima (13), ontonces la función us (z, £) es la solución genoralizada 
del primero (torcoro o segundo, correspondientemento) probloraa 
mixto para la ocuación 
ts — di (e (2) Y) + au Ja (0 0, (2) 
<on las condicionos iniciales 
limo po (2). plo que (2). 
Efectivamente, 
Taco la condición inicial (2) y. en el primer problema de contorno, 
Jambión la condición límite (4). Mostromos que la función uy (2, $) 
en el primor probloma mixto satisface la identidad integral 


| (gu Do ao 0) de dt 
5 
























af mtnvas+ h0o(a)vdzdt (9) 
para todas las funciones » que pertenecen al espacio 4! (Qy) y que 
Satistacon las condi 1es (4) y (10). mientras que para ol segundo 
y ol torcoro problemas mixtos dicha función satisface la identidad 
integral 
| Ovuvo + amu) de dt + Í house ds dt 
cr E 

=9j alyva+] lupe (1 

». E 





$2. PROBLEMAS MIXTOS ss 


Ergndode os nde (O eo ei la even (1) e 
ciente, obviamente, establecer la validez de las identidades 

y (114) sólo para todas las funciones,» que son continuamente de 
rouciablos n Oy y que satisfacen las condiciones (4) y (10), y la (10), 


dde 10), (48) y (19) tenemos 


Í tanda de va(z) Ú Uso ved] dz 






7 
=J v(2)[ mote, »-[ Uso vdt]dr= 
- 0] mlajo(z, ii Pei Mtv (2)vdzdt, 
Por ello, en el caso del primer problema mixto la identidad (9,) 
se infiero de (14); 
Y (rutas —a dedt= 


1 
- j ls 0 (ela) VO, Vo ad 


+DVD) dir pa Í vale) o(=, 0) Li HO vr (3) Ud 
=15/ mlajo(z, Dat HO) va (2) vdzdt. 
A 
Í (ez) Vu Vo+auso— uv) de de +f k(x) 0uudS dt= 
PS í Dr va[j (VD her td) de | 2(o) amas] 


+y | onízjole, 0) dr4 | Mota) dz dt 
» ES 


=n mí o(e, a+ Te(0 vs(2) vdzdt. 
Ls É 
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Si tomamos a título de funciones ix 
parciales de las series de (16), a saber 
cierto N, y a titulo dela función / em (1) 
de Fourier, a saber, Sh (1), Ya (2), entonces la solución generalizada 
del problema (1-4) (0, (2, (5, (5) será representada por la fune 





¡Poo y 2, ata (2) para 
uros parcial de su serio 





Sy(20= Y unta OS 


En particular, en el primer problema mixto esta función sutis- 
taco la. identidad 


Sapray Ajos 


» . 
> EemtnviMd+] Elo (mts 0d (20) 
a a 
para cualquier v € 47 (O) que satistace las condiciones (4) y (10), 
Y en el caso del tercero (segundo) problema, la identidad 


Í (OS ¿Vo+aSyu—S sw) de de | hoS yv dS dt 
a 


x , 
= S ten pudo S hi)migrded (22) 


para cualquier v € HI (Qs) que satisface la condición (10). 

Barsa rán es aimal esprar que con Cria sapeiiones 
respecto q. $ 3, la solución del problema (144 (0,9, (0), (5) 
pueda sor ropresontada en forma 


u( 0 a Untó vs (2). (23) 


donde Y, Uy += Son funciones propias generalizadas dol proble- 
ma (12) (113), respectivamente) 

TEOREMA 2. Sean a En Em ER (D) en 
el caso del problema mizto (4) (4). y y € 47 (D). en el caso 
Sesa sguraal problema mizis MO (2), 1, (9. Entonces la 
solución generalizada y del problema correspondiente extste y se repre- 
senta por la serie (23) convergente en H' (Qr). Entonces, tiene lugar la 
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desigualdad 
Hullmo y <C (l elricos ll lio, +1 lao odo (24) 


en la cual la constante tiva C no depende de L 
De Ta fórmula (10) eo desprende que para iodo ECO, 71 


OS ee taria] 1/0 1dt para £>1 
y $ 
VOS t+C lvl $ Lore 


(on el caso del segundo problema mixto C, = 7 cuando a m0, en 
todos los demás casos C, == 1/VTX, D). Por ello, para todo t € 10, 7] 


A A TS 
1 
SC (e+riari+ la riÍ fat) para kt (25 


z 
UOC (++ Í fa). (25) 





la de 
+fUna, entonces para todo E[0, 7) 


Yo que, para cualquier k,k=1, 2, .. 
r 


Bp<co(arnenr+ na). 00) 


Puesto que la función y pertenece en ol primer problema mixto 
al yipacio He (D) (ca e teca problema mixto, al pacto 11 (0), 
del teorema 3, p. 3, $ 1, cap. IV, so deduce que la serie do Fourior (1 
do esta función compuesta según el sistema do las funciones propios 
del problema (12) (0 del (13), respectivamente) convergo hacia ella 
en la norma del espacio /1* (D). Con ello, existe una constanto € > 0 
tal que para todas las q de Í1%(D) (o bien, respectivamente, de 
1 (0) 











US [<C Mollina en 
an 
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Examinemos la suma parcial Sy (2, () = 2 Un (0 04 (2) do la 
serio (29). Para todo £ ELO, 7] esta suma y eu derivada respecto a 
£fen virtud del teorema 3, p. 2, $ 6, cap. 111, las funciones Va (1) 
y Ds (O, k=1, 2... .. s0n ontinuas en 10, 7)) pertenecen a 
1D) (o a 1D). E 

Al estudiar los problemas (1)—(3) on ol espacio J7! (D/), resulta 

troducir el producto escalar 











Í (vaya + au) de. 
Jj 
Al estudiar los problemas (1). (2). (3), (SJ. introduzcamos en el 
A a e O A e € 
[ Uouoo-+am)dz+ [ howas, 
t 
si (0) a 58 0 eu D, o bien o si 0 on 9D, y un producto escalar 


$ Uv +u0) de, 
sl es que am00n D y 0=000 0D. 
Puesto que eu el caso del primero y tercoro problemas míxtos (para 
a 0) y on el del sogundo probleraa mixto (para a sá 0), los sistomas 
de funcionos »/V ha, 0/1 hy. - » están ortonormados en los 
roductos escalares correspondientes, y en el caso del segundo pro- 
lema mixto rosulta ortonormado, pura a == 0, ol sistema do funcio 
mes o/V E Tas o V TT... entonces para todo £.€10, 71 


Y para cunlesquicca M y N, 125 A < Non virtud do (25), toreros 











» 
US. (2. 0=Se (20M || Y 00 li) 


os 
” x 1 

= Y UWIMISCM Y (uiira ++ 8d). 
EN A 


si (0) am 0 on D, o 00 on 0D y 
Sta D=Se(e Mileop= Y VHO1AJS 


y 1 
lem Y (a+ ab+t+ 14), 


uN 
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sia=0eb D y 0==0 en óD. De este modo en cualquier coso 
tiene 


US (2 0—Sue(z, Dino 





8 
<c Y (raspa +] Mide) (28) 


para todo tEJ0, 7]. Análogamento, en vista de (26), para todo 
£E10, 7) 


Lo, 
* 
= Y USO Y y, (mrai+n+[ na). 
ps mn 


Junto con estas desigualdades tienen también lugar las siguientes 


» 
US»(=- Otro =[| 3000069, < 


[] 





S onl,” 


pidio (29) 





(Mo) = [Zuonf, Jus 


<C 





z 
3 (otr 0 ++ $ 140). 


que son válidas para todo £ 10, 71 y para cualesquiera N>1. 
Sumando las desigualdades (28) y (28') integramos respecto a. 
£E(0, 7), obtenemos la desigualdad 


NS (2 DS (2 y 3 
<C, 3, (earapee+] aa). 
pe 
Do acuerdo con (17), (17) y (27), las srios Za (1+1% Da 


Su y 3 351 dt son convergentes. Por eso, de (30) so infiere que 
= 
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o,(23) convorgs en Hi (O) y, por tanto, su suma u EH! (Qp), 
Liutdón «1 estate, Sbvlalmenes le condición ill (ls 
y, en el caso del primer problema mixto, la condición límite (4). 
Pasando al límito para N—» co en la igusldad (21) (en ol caso del 
roblema (1)—(4) vea la igualdad (22) (ón el caso del problema (1), 
E) (8), 6), resulta que u satisface la Identidad (0) y. rospect 
mento la (11). 





). Así pues, u es una solución generalizada del primer 
y, respectivamente. del'tercor problema mixto. Sumando las deste 

ualdades (29) y (29), integradas respecto a £ £ (0, 7), mediante (17), 
Em) y (27) obtenemos las desigualdades (24). El teorema está demos- 
trado. 

3, Método de Galerkin. La existencia de solucionos generalizadas 
de los problomas mixtos se demuestra también por otros métodos 
que no dependen del punto 2 y que no emplean las propiedades de l 
funciones propias. Este punto ostá dedicado precisamonto a uno 
os métodos citados para demostrar los teoremas de existencia, 9 
auber, al método de Galerkin que, u la voz, os uno de los mótodos para 
resolver do modo aproximado los problemas mixtos. Indiquemos que 
a diferencia del tadtodo de Fourier, el de Galorkin permito estudiar 
los problomas mixtos en el caso cuando los coeficientes dependen no. 
sólo do las variablos espaciales =, sino también del tiempo £. Ese 
mineros, para concretar, el primer problema mixto (1)—(4). Supo 
nomos, como antes, que y EM! (D), NEL Or, 1€La (On. 

El método de Galerkin consisto en lo siguiente, 

Sen or (2), Usle) =>. un sistema arbitrario de funciones do 
€* (D) que satisfacen la condicion límite Ya | ap =0, k = 4, 2, 
So supono que osto sistema es linealmente indepondíento y compi 
en 1 (D), os decir, una vas 
siempro densa on 7% (D). Para un m entero y arbitrario on ol subos- 
pacio do dimunsin finita Ya del copaio Za (0), tendido ¡obre Jas 
funciones 0, k=4, 2, m, se resuelve un problema que se 
vbtiene del problema (1)—(4) mediante la proyección ortogonal en el 
subospacio “citado, es decir, se busca una función 10 (2, £) (de 
27 (00) la cual porteneco, para todo £ €10, Ti, al subespacio Vas 
axtisfaco las condiciones (2) y (3) con funciones iniciales q" (2) == 


















































- Eon (a, 2 *hada (2) (que son proyecciones ortogona= 


lesen Vo las funciones q (2), y Y (2), respectivamente) y que os tal 
quo para casi todo 1 E(0, 7) las proyecciones ortogonales en Y, (on 
el producto escalar de Ly (D)) de las fonciones] (2, () Yi — div 
(e7i2a)-+at2 coincido n. Esto significa que se buscan unas funciones 
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E 60: <= -s Gm0) (de 11%(0, 7) (que satistacen las condicionos 
ap 5(0=b End, .--., m) tales que la función 
y — MV (EV ic) + 2109 — $, donde 


(am Lalo), (a 
wa casí todo £ € (0, 7) (para los cuales (D.)), es ortogonal 
= L£, (0) al A pr CEA is 


1 ¡div Lio) +00) va dm j fon dz (82) 


amd mo 
PU método de Oslerkin consiste ou que la solución u del 
ma (0) —(d)os aproximada por ler soluciones tn 
«proyoctados». Para fundamentario es indispentablo demostrar que 
le solución 12. do cada uno de estos problemas existo (y os única) 
y que la sucesión ió, m == 4, 2, » +», en cierto sontido (débilmente 
ón EP (Qp)) converge hacia la. 

Con el fin de no complicar los razonamientos, examinomos un 
caso do condiciones iniciales homogéneas (p = 0, Y = 0). Entonces 
E 


0) (0)=0, kt. me (99) 
Las igualdados (32) es un sistema, lineal respecto a las funciones 
























(0, Em (1), de ocuaciones diferencialos ordín de sogundo 
rdon con eoolicientes constantes 
LEMOA date (o lao M0 dm, (8) 
donde 
n= i He. Dunta) ¿sE La (0, Dia) 

“ S (VAYE+ahg) dz), 


Demostremos que el sistema (34) tiene una única solución que 
portonece a H* (0, 7) (todas las coordenadas pertenecen a H? (0, 
y satisface las condiciones fnicialos (33). 

Puesto que el sistema de funciones 1, 5, . . . es linealmente 
independiente, para todo m >1 el doterminante de la matríz con 
los clementos (0, WJ£yp, k, 5 =1,..., m, es distinto de cero 
(una afirmación análoga fue demostrada en el p. 9, $ 1, cap. IV). 
Por ello, el sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias (34) 
puede ser resuelto respecto a las derivadas emperiores. Por consi 











guiente, el problema (34), (33) es equivalente al problema 
C)=4AcD+F (O, c(0)=0, (65 
O O ld e 0 PO 
E PO Pt = Gl 
MilOr 0 Lo (O) Pinos (Om 2 Fa (0) 2 0, Y 
O. las Podio 178%» 49), 7 
l o 
ss vna matriz de orden 2m (Z — os una matriz unitaria de maósimo 
gylon), E ovidnto, que 0 vector F(9 EL, 0,7) (FL(O ELa 0, 
"Para domostrar la afirmación es suficionto mostrar que el pro- 
blema (35) tiene una única solución que pertenece al espacio ¿71 (0, 
7). Sustituyamos, como siempro, ol problema (85) por un sistema 
squivalonto do ecuaciones Intogralos 








Le 








e0= | 4etoar+ | Pida (90) 
con un término independionto | (Fx) dx, que pertenece a (0, 7) 


Y, consocuentomonte, continuo en JO, 7]: si e (1) es wna solución del 
problema (35), perteneciente a H' (0, 7), entonces, debido al teoro- 
ma 3, p. 2, $ 6, cap. 1ÍL, os continua en (0, 7) y satisface el sisto- 
wa (86); si e (1) es una solución del sistema (26), continva en (0, 7), 
ella pertenece, evidentemente, a A! (0, 7) y es solución del proble: 
ma ON Mientras tanto, la existencia (y unicidad) de la solución 
(contiawa en (0, 71) del sistema de ecuaciones integralos (36) so 
establece en el Curso de ecuaciones diferenciales ordinarias, al domos- 
trar el teorema de exístoncia de la solución del problema de Cauchy 
en un sistema lineal normal de ecuaciones diferenciales ordinarios 
(véase, por ejemplo, L. S. Pontriaguín, «Ecuaciones diforenciales 
claras. 

De este modo queda establecida la existencia y la unicidad, para 
cualquier m == 1, 2, . ..... do las funciones 10m (z, £) del tipo (34), 
quo satisfacen las igualdades (32) y condiciones iniciales 

limo |, m0. 

Multipliquemos (32) por 6 $? Entogremos por (0, =), donde y 
es un número arbitrario de [0, 7], y sumemos según k desdo 1 he 
Bo rolls obtenemos la gunda 


Í (indi (AVI) +) dz | f0y dz dt. (37) 
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Como temple $e (Fitz) . div (ADI0n) tem =div (om Vin) — 





— 2 (Hivontr) y amen ($ a 
resulta que 
Í (mas — div (VIC) +12) om de dt 


=$ [peña + Vio Pau) dí 
2 


Advirtiendo que en el subespacio 7! (Oy), del especio H*(Qy), 
compuesto por las funciones que se anulan eh Ty U Da, se puedo 
introducir una norma, equivalente a la ordiparia, 

107 pon (fer +rarvep aerea)”, 


obtendromos 





2 [os enano O) 4080) 10 de == (10m lio yy0 
Por 00, de la Igualdad (7) so ton 
lento) =2 í de j de ¡ 15, Dióm (E, ) dem 
$1 (T— 1) 1 (2, 1) tops (2, 1) de de 27 111 aos ol 10m Manto E 
y <21 1er 


Miembro <27 oo 


Do esto modo, el conjunto de funcioneg lem, m4, 2,..., 
es acotado en Á! (Qy). Del teorema 3, p. 8, $ 3, cap. 11, se desprende 
que este conjunto es débilmento compacto on 7! (Qy), es decir, so 

'él una subsucesión (designémosla de" nuevo par 2) 

TQ) converia débilmente bacia cierta función u € ÁM(0). 
función u es la solución generalizada que buscamos del proble 
ma mixto. Para demostrar. sto será suficiente, evidentemente, com- 
robar que para toda v € A (0) (destenemos así un suñespacio del 
A ON o cacto de De Access ql asas DUDO 
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tiene lugar la idontidad integral (9) (en la cual y = 0): 
Pina es Í fudedt. (88) 


Para ello, a su vez, hace falta establecer la identidad (38) para algún 
conjunto de funciones «£, siempre denso en JT (Oy). 

"Alistulo de sf tomemos un conjunto de todas as combinaciones 
lineales de las funciones. IAEA donde k=1,2,.... y 0(0 
una. función arbitraria de Tb, que sstisfacs la Condición 
9 (T) = 0. Mostremos, LA, la igualdad (35) es válida para 
cualquier función (2, 1) = 04 (2) 0(0 y, por tanto, para cualquier 
w de At, y cerciorémonos, luego, de que el conjunto 4 es siempre den- 
so en ÍI(Qp). 

Integrando por (0, 7) la igualdad (32), multiplicada por 0 (0, 
siendo m >k, obtendromos 

Í [OVi0_ Vr + 01005) 010010") de dem | fos dz de. 
lr de 

Do aquí so deduce (38), puesto que para m —= 00 4, converge débil» 
e > 

Mostromos que «£ os siempre denso en 71 (Oy). Basta establecer 
Jara, ost que ada función (1) de C* (9) questa la co- 


ción 

Mlepuoj=0 150) 
(ol conjunto do ostas funciones os siempro denso en 4% (Q,)), pueda 
ser aproximada en la mótrica del espacio XI (Q+) por las funcion: 
do sf. Definamos la norma on ol espacio X/* (Q+) mediante la ocuación 


Up qa +1v/Pdzdo)%, 


Soúalomos que el conjunto »£ puedo considerarse como un con- 
junto de todas las combinaciones líawales de las funciones 1% (2) 
0 (0) donde 0.0) es una función arbitraria de C* (0, 7)) que so 
anula para £=7, y v?, 0%, - . ., es una base ortonormal del espacio 


Él (D) (en ol producto escalar Y, 2, vv gd), obtenido 
como resultado de ortonormar el sistema 1, 
de Gramm-—Schmidt (véase p. 5, $ 2, cap. 1). 

Sca mz, £ una función achitraria de C* (9) que satisface la 
condición (39). Puesto Que pera todo £ £ (0, 7] las funciones y (z, 1) 
y Mu (z, 1) pertenecen a Á (D), éstas pueden sor desarrolladas en 
































. «== por el método 
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las siguientes series de Fourier, convergentes en la métrica de At (D): 


(0 Ian. 
2 (40) 
(0 EA 
donde 
mo j Vn(s, 1) Vo (a) dz. (0) 
Con ello, 


(MO +)=> favnte, 1)) FA] Vne(z, £)1*) dz, tE10, 71. (42) 


Designomos por ny (x, £) la suma parcial de la serio (40): 
mo Dm Zn (00 (a). (48) 


Do (41) y (43) se infiere que para todo N>1Lla función 


Mi —qys EJ (DO), cualquiera £.€10, 7), Por eso, en 
A E 


Un sellos SC ms 





donde C>0 constante que sólo depende del dominio D. 
Por consiguiente, para todo N >14 
AS 


AO O 





cualquiera que sen £ 10, 7). 


En vitud de (62), para cualquier ¿E10, 713) (00 + 
+ Cinj? (£)) 4 O cuando N=» 00. Por ello, debido al teorema de 
Levi (teorema 3, p. 6, $1, cap. 11), obtenemos que para => co 

A 

O Do heno 

La afirmación está demostrada. 

ESñalomos que Sabido a la mnicilad dela solución generalizada u 
del problema (1)—(4) (teorema 1), de lo demostrado se deduce que no 
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sólo alguna subsucesión de la sucesión 10, m=4, 2, .. 
que también la propia sucesión converge débilmente en 


4. Suavidad de las soluciones gencralizados. Existencia de li 
solución en casi todo punto y de la solución clásica, Al estudiarla 
suavidod de las soluciones generalizadas, Iimitémonos a Ja consido- 
ración del primero y segundo (para la condición límite (5) a == 0) 
problemas mixtos para un caso particular de la ecuación (1), es 
decir, de la ecuación de onda (en (1) X me 1, a aa 0), aunque, cuando 
los cooficientes de esta ecuación y de la función O sean suficiente. 
mente suaves, mediante el mismo procedimiento también so estas 
lecen resultados análogos en el caso general. 

Sen u (2, 1) una solución generalizada del primer o del segundo 
problemas mixtos para la ecuación de onda 

















ud /(2, 6) 4» 
Ml lam (5) 

yo) 
ujryr=0 (40) 


en el enso del primer probleme mixto, o 










de 
Eelr,-0 (47) 

+0 el caso del segundo problema mixto, 
Jn los puntas anteriores ha mostrado quelos problemas (44) (40) 
y (64), (45), (47) tienen (únicas) soluciones generalizadas, sí y € 


E La (D), 1€ Ls (07) y la función y pertenece al espacio 2/1 (D) 
(para el primer problema mixto) o al espacio 472 (D) (para el segun= 
do problema míxto). Con ello (véase el p. 2), cada una de estas solu- 
e (E u (z, £) se representa por la serie convergento 
PS 


ma, Do 2 Va (Ova (2) (48) 
donde. 
Dio qa cos Y 1 14 ¡Ese Y at 





+75] Luto) sen Y Ia) dt, (40) 
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(para el segundo problema mixto 
yA Omatm+] 00 A 


— tim (qucos V TEE 





+] 00m v=10-000). 


M=(0 lc 





Inf 166, Dalorás, kedo lis 650) 
puta quo on ls sucesionas 
ciones pri e olores pr 
lentes dol primera (6 ía 1 problema (4) (0) o 





gundo (si so examina el problema (44), (45), (47)) problema do 
Torno para ol operador de Laplnco en D (recordemos que en el primar 
problema de contorno %a <Ú para todos los km 1, 2... 
«l sogundo problema de contormo %a <0 para k=2, 3, 
dy =0 siondo 1 = const == 1//TD l). 

Supongamos que el contorno 9D del dominio D portonece a la 
elaso C* para ciorto > 1. Entonces, en virtud del Loorema 7, p. 4, 
42, cap. IV, las funciones propia: 0 a 
moro y segundo problemas de contorno para el operador de Laplace 

tonocen n los espacios MH (D) y Hor (0), mepectivamento, es 

lecir, pertenecen a 47" (D) y satisfacen en 9D las condiciones límites 


J 


valen. 657 




















IEA 


en el primor problema de contorno y las condiciones límites 





O 


en el segundo problema de contorno ¡para s>1. Recordemos que 
Mg 1D) =H1 (D). 

Supongamos también que en ol caso del primer problema mixto 
(44) —(45) PEHZ(D), WEHG' (D) y f pertenece al subospacio 
M'5'(Qr) del espacio H'=*(Q;) que se compone, cuando s>1, de 
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todas los funciones (€ H**(Q+), para las cuales 





Ho 
Cuando s=1, Mz*(Qr)=Hz(0r)=L+ (00. 

AL oxamivar el soguado Problema mixto (44), (45), (47), supon- 
diremos que EH (D), YEN (D) y Y porteneco al subespacio 
MD! (01) dol espacio H'"*(Q;) que se compone, cuando s>2, 
de iodo as tancias 1EH'*(Q7), para las cuales 

a Pala 

E 
Cuandos=2, A+ (Qr) += 1 go (Q5) en 0307) para e 4 HO) 
My (0) =L On» 

En este punto demostraremos que de acuerdo con 
hechas las soluciones goncralizadas de los prohlemas míxtos port 
nocen al ospacio H1* (Q7) y, para e suficientemente grandes, son sol 
cionos clás 

“TROmEMA 3. Supongamos que para un cierto $ >10D EC" en 
el caso del primer problema mixto (44) (46) q € HZ (D), y € HZ (0), 
FEB (Or), y en el caso del segundo problema mixto (44), (45), (47) 
4 EH (O), y CH (0), (EH: (On). a E 
conver] he H'"(D¡), uniformemente según t € 10, Tl, hacia la solución: 

lizada u(z, (). Además, para cualquier pt, 8, la 
serie obtenida de (48) mediante la derivación término término a respec- 
to a t, realizada p veces, converge en H"* (Dy), crio según 
HElOS Tm 'y para! todo 1 E10, TI se verifican desigualdades 


BA 182 O PES 


<C elo lle o) Fl Manto 6D 


La afirmación del teorema de que una serio obtenida de (48) 
mediante derivación término a término respecto a 1, realizada p 
veces, converge uniformemente según £ € 10, 71 en HP (D), p = 

a, slgnllica que para cualquier £.€10, 7) la suboucesión 


la (0) va (2)) fox en D; de pésimas derivadas 


























delas toas Y 


respecto a £ de las sumas parciales de la serio (48) (cada una de estas 
sumas parciales pertenece a A? (Q7)) converge en HI*=? (D;) y esta 
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convergencia según £ € 10, 7), es uniforme, es decir, 


X 
> pa e 
EA | E OO o) D para MM, Nooo, 

Entonces, tal sucesión de sumas parciales do la serio (48).con- 
ergo también en 27" (Qr), y do la acotación (51) so deduce la desi- 
gualdad 

llo o 500 co lle co) Hd (59) 

Do este modo, os válida la siguiente afirmación. 

conoramo +. Supongamos “que para un cierto 5 > 1 0DEC* 
y en el caso del primer problema mizto (44)—(46) y E M(D),y € 
EME (0), 1 € HZ (Or), yen el coso del cm problema misto (44), 
(45), (47) q € Mig (D), y EMP (D), 1 E HS (Qr). Entonces, la 
pr RA As AA lr 
y la serte (48) converge hacia ella en II" (Q;). Se verifica, además, la 
desigualdad (52). 

Para todo p=0, .+., 5— 4, la función Js tiene su traza on 
Da, untauiora que sun £ € 10, 71, y la eri obtenida do la seria (48) 
mediante la derivación término 4 término respecto a f, realizada p 
voces, converge en H'7(D¡) hacia elo uniformemente sogún 
1610, TI. Puesto que, para p == s la sucesión de las sumas parcalos 








de la sorio S] ¿fe (Un (0) va (2)) | on compuesta de las trazas en 


D; de las funciones 





, también, pertoneciontes a MI (Qy) 


convorgo en La (D) (uniformemente según £ E 10, 7). entonces su 





mito, para todo £ € 10, 7), puedo llamarse traza en Dy de la suísi- 
ma derivada respecto a £ de la solución generalizada u (2, 1). 

Antes de proceder a la demosiración del teoroma 3, demostremos 
la siguiento afirmación auxilios 
1EH (0,4 > 


M0 | (2, Os(hdz 









y E E L¿(D), entonces, la función 


pertenece a H%(D, 7) y se efectúan las igualdades 





A ear 000. 
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Puesto que para p=0, 4,97 G EL (07, entonces, om 
vista del teorema de Fubini, para casi todo £€(0, 7) lasfunciones 





to) ZLGO. son integrables en D, y las foncionos 
20 | PL tas, p=d ha 


(O ()=h(1)), son integrables en (0, 7). Ya que, además, 
(ose (UY ac telinor, 
entonces KO IMIDED, PO, 0 
Para una función arbitraria n(z, 1)€0*(0p) 
] Pltgd nto, 1) dedi= 03 160 O ana, 
» 








> ro 
por osta razón, siondo arbitrarias na (€ É% (10, Ti) y mía) € CD), 
0 verifica la igualdad 


[r00($ Lento 4d or [ Ea Imvtaras)at. 


El conjunto Er (D) os siorpro donso en L, (D). Por eso, la última 
igualdad tiene también lugar para 1, € La (D) arbitraria y, en par 


tícular, para ma =g. De este modo, para toda y, (t) € C*((0, 7) 
z E, 
[rea $ a, pul 


Esto significa que para p=1, . la función JP (£) es la 
solución generalizada de p-ésimo orden de la función A(t), os decir, 
EN 107€L O, 1). El lema es demostrado. 

emosrmacios vet reoerxa > Del lema 2 sn desprendo qu 
las funciones f, (1), k=4, 2, ..., dadas por la fórmula ON 
portenecén al espacio AP*(0, 7) y, consecuentemente (véase el 
teorema 3, p. 2, $ 6, cap. 11I), para s >2, al espacio C*-* (10, 7). 
Por consigulento, las funciones Da, £ = 1,9, «<= que están dadas 
por (49) y que satisfacen en (0, 7) las ecuaciones Uz — AU, == fa, 
pertenecen al espacio 47** (0, 7) y, por tanto, al espacio C* ((0, 7]. 
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Entonces, en virtud de las propiedados de las funciones propias 
va (2), las sumas parciales 3 (5, 9) = Y Un (0) 0x2) de la serte (48) 
pertenecen al espacio HI*(Qr) y para todo £El0, 7), al ospacio 
His (D;) en el caso del problema (44) —(40) (o al espacio Mig (Do), 
en el caso del problema (44), (45), (47). 
Adomás, cuando p ==, -., 5, la función Zag porteneco al 
e rió. Tom tae den, Ud es 
(D;) (Hg (D)). Por esto, según el lema 3, p. 5, $ 2, cap. 1V, y 
des Sl regula de ls Inaticnos pops ds (A 
La (0) y HD), tenemos, para todo 2 €(0, 7), cualquier p =e 
220... .. 3 y cualesquiera My N, 1 <M<N, los siguientos 
desigualdades 

















Psp _Psul? TZ a 
(la) 50187 5050 fio) = 
E ls 
a 3 A tf 
os 
» 
=0 3 Imi” . 





A 
sis—p os par y 


a 





Srss—s sl 





loop 
e ea 
a 3 po tao 9¡< 
A 


rs 





sl 5 —p es impor. Es decir, para todo £€(0, 7], cualquier p = 
Cs, y cuslesquiera MÍ y Y LME, 


E Da t0 y 
(ly, 3 pr (EY. en 


Análogamente, para todo £E10, 7), cualquier p 
cualquier N >4 


ar 








<C 3 ll" 





“nop 





som 
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en el caso del primer problema mixto (4 40), y 

















12 MEE, 
ud Pe Ge hop 
cal Erro, lc + 


+ ra) 


nel caso do) segundo problema mixto (y 0 De este modo, pora 
todo 1.€10, 7), p =0, N>i E 


Ha, e (Er 


Sumando las últimas desigualdades según 7, desdo cero hasta % 
obtendremos 


A 
(54) 


Hagamos ahora uso del siguiente lema cuya demostración daremos 
a conocer más abajo. 


neon a. St pera unciertos > 10DEC" y aL HDD), YEUG 
ten" (Q1) en el caso del primer problema mixto (44) (46), o bien 
WE" (D), yEMG(D), FEÍ Os) en el coso del segundo 
prilóna miato (44), (45), (47), entonces, para cualquier p<s 


la serte 
3 (Ber 

converge APN £E10, TI y 

3 (EP) marc eto Heller + A] 


donde la constante C >0 depende sólo de Oz. 
Debido a este lema, de las desigualdades (53) so deduce que 


$ la sucesión |, converge en AI*?(D) 
110, 7), y de las desigualdades (56), on 




















para todo p=0, 1. 






uniformemente segs 
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virtud de la evidente acotación (H2] e)" <const (NI kiso) + 


+lvilbxor +7 liso) 0 desprende la desigualdad (51). El to0- 
roma está domosirado. 

Del corolario 4 so desprende que, siendo s == 2, la solución gone- 
ralizada de cada uno de los problemas mixtos en consideración pere 
Fóneca a £72 (07) y. por tanto, es la solución en as! todo punto” 

Señalemos que en las condiciones del teorema 3, adomás do la 
“suavidad. de las funcionos dadas, so supono el cumplimiento de las 
siguientes. condiciones 














A A, IA 
ae “pr, nm 
sn el caso del primer problema misto, y de ls condiciones 
ñ 2 
Flo” lao =0. 
ln l,, 0 (58) 





(5) 





m 
HA 
en ol caso dol segundo e mixto. Notemos que algunas de las 
condicionos de esto especio sun necesarias para que sea válida la 
afirmación del teorema 3, 
Efectivamento, por ojemplo, en el caso dol primor problema 
mixto para 63>2. del hee de que 96) 42, Dj so representa 
por la serio (48). convergonte en JI*(D,), mientras que Y(2)= 


aut B|, la 0 na soon al pr doglo) empata 





por la serlo Y) PE2|, 202). convergente en H%I(D), se de- 





duce el cumplimiento de las condiciones (56). Puesto que la 
sorie (48) converge en H*(Q+) hacia la solución en casi todo punto 


u(z, l) y, por consiguiente, las series ¿uo amis) y 
S e9o 


ze 


va (2) convergon en J1'3(9,) hacia A y uyy, respectivas 


E GAP. Y. POUACIONES MIPERVOLICAS 


mente, entonces f=1x—Au satisface, para s3>3, las condiciones 






LS 7 "111,0. 


En ol teorema 3 se ha exigido, para s par, la condición adicional 


AÍBI=", lo, 0. Esta condición es 
simplificar, mostremos esto para 5 

oncnanio 2 Sen 0D EC? Y ICAO), y supongamos que en el 
caso del problema (48) —(40) y € JI (0), y € H'2 (D), y en el caso del 
Aroblema (44), (45), (47) y € EA, o Y € Hg (D). Entonces, paro 
7 == 0, 1, 2, una serle, obtenida de (48) mediante derivación realizada 
os lio hrs repo conan e 5D) as 
nante seré £ El, Ty le sima y (2, dele ía (4) nina soci 

pro! >, respectivamente, del proble 

a Lcd. Con ell, paras = 2 se verifican las desigualdad 
45%), cualquiera que sea 1 El 

Bn visa del teorema 3; basta demostrar esta afirmación para ls 
«ondicionos iniciales homogéneas: y =0, y =0. 

Puesto que para > 1 


roalidad superflua. Para 














0, 0-75 10 mV =RU—na= 
OA 0 
da] 00 Vas 
10= | pe VR ne 
700 V=h o V= (94 


UN) =h (04D 0 = 
=fr(0)00s Y * e | 000 (0d 
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entonces, £ 
MURO) <const (n0+0+7f (rar). 


1 (03 (03 <const (120) +r[ Umar), 


r 
(U5(0P <const (120) +7 $ More). 


Y como, en virtud del loma 2 y del hocho de quo f pertenece al espacio 
AP (Qs), las serios Y) Í (GP dr y Y 180 convergen uniformo- 
gún 1 €10, Fl, entonces, do las desigualdades (53) y (54) 


o la validez de la afirmación que vamos a demostrar, 
Señalemos que sí f == 0, de la correlación 


[2 fE,.,, +11vu/la0p=3 (+ 1020) = 





$) vas VIT VIT VTA 
ES 
+ son VTA ]14 04 VII Teos VTA 9" 
<= 4 9 llo +11 V0! llo 


so doduco que para las soluciones, cualquiera que son £ E 10, 7), 
tieno lugar la igualdad 


[UEZI) iva 07) ae j qe 1venas, 


que so denomina «ley de conservación de la energias. 


sonia, Jen DEC y q pungamas que 2l caso del pros 


blema (40) (40) OEM O), yn) 1, 
y en el caso del problema (44), (45), (47) p€ ao, 


seniitco, 1eai o). gntmceo, la serie (48) converge 


en C9(Q7) y su suma u(z,1) es la solución clásica del problema 
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correspondiente. Además, se verifican las desigualdades 
Uh SEU qa 
mE 






vrxosmmacion. Puesto que D ECÉÍ”, las funciones propias 
generalizadas 6, (2). 5 (2). - - del primero y segundo problemas de 
contorno para el opefador de Laplace en D pertenecen al espacio 
ALEX (0) y, por tanto, en virtud dol teorema 3, p. 2, $ 6, cap. MI, 
“al espacio C* (0). Por eso, las sumas parciales S/; (2, ), N=1, 2.4 
de la serio (48) pertenecen a C* (Q7). 

Según el tooroma 3, p. 2, $ % 
para dodo (E 10, Ty 1 << 


A ES 





XML, y lo desigualdad (59). 


L.,,+ 


His —Solly, <C (15950 Piglezas? 





list, Hi 








+= iSs tar, )$ 


SS: 


ES 





are 
de dondo proviene que 


A 
os 

Conforme al lema 3, lus serios de términos comune 
(a epa, (ENS, 20, 1. 2 convergen uniformomente en 
JO, TI, vor lo que la serie (48) converge on C*(77). De este 
modo, nen: Según el teorema 3, p. 2, $6, cap. 1IL, pora 
PETER 


Mulero, 








AS 


mm 
21 lisis 
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Por esta razón, las desigualdades (60) se deducen de las desigualdades 
(50) en las que s= [4] +4 + p. El teorema queda demostrado. 


DEMOSTRACION DEL Lista 3. Es cómodo realizarla en dos etapas. 
Primero establrcamos su validez cuando / 0, y Juego, cando 
+0 

Sen_[==0. De las fórmulas (49) se desprondo que para todo 
1610/11 y k == 1, 2, . . (en el caso del primer problema mixto) 
yk =2, 3, . .. (0n el caso del sogondo problema mixto) 


IO Sil. 
y en el caso del segundo problema mixto 
Wii l+T1w 

Aomás, para tado £E10, 7] tenemos 
(2 [io let ro, 12,0. 


cualquiera que sea p=1,2, . +. (si dy =0, entonces (Ja)! == 1). 
Por lo tanto, para todo £ € 10, TÍ 











A Sl) 


cualesquiera que sem 1 y p, 0<p<s. Por ello, la afirmo 
ción del lema 3 (cuando /=0) se deduce de lu convergencia do 


Jas socios muméricas S) u£l2al! y Ala y do los desigual 
dndos á 





A 


nas cuales la constante C > 0 no depende ni de q ni do y (toorema 8, 
p: 5,52 cap. IV). 

Para demostrar la validez del lema 3 cuando q =$ = 0, nos hia- 
rán fala varias afirmaciones auxiliares. 

Lana 4. - Sea 9DIC, Entonces 


1) Si la función f(x, £) pertenece al espacio Hiz (Qr) 932 
para cualquier p. p=1, 1 EL pertenece atespacto IG" (Qu) 

2) si la función [(z, t) pertenece al espacio Mi (Qr) 9 > 2 
para cualquier p, pt, ...,q= Z2 pertenece al espacio HP (Qp). 
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Para demostrar la primera afirmación del lema es, en realidad, 
suficiente establecer que si GEJM(O;) y Glr, 


Gulr,=0. 
ra demostrar ln segunda afirmación basta mostrar que 
GEMION y Le), =0, entonces E Gr lr, =0. 
Demostremos la” primora afirmación. Como Gir,=0, tenemos. 
para cualquier 1, 1<i<n 
¿ GsMdzdt= = Capua dis! Cms dzdt=— | Gm, dat, 
dl a a de 











dondo y os una función arbitraria de C* (O) que satisface las conal. 
ciones 1 lo, = 1 Lo ==0. Por otra parte, para cualquier £, 1 < (Sn, 


| Copas ar $ Cie, dzdl, 
dd ' 
“ondo ny es el coseno del ángulo ontre la normal (exterior) a P y 
el ejo Oz, 
Así pues, para todas las funciones y € C* (FT) que satisfagan las 
condiciones 1 lan, = 9 | ep »= 0, se. vorifican las desigualdades 
Í CayudSdt=0, 11, (09 
t 
Cubramos la superficio cerrada T, con un número fínito de bolas 
(ablortas, (n + 1)-dimensionalos) V;, .- ., Y de tal manera 
para todo J=1, -.., maso hallo un número =¿() 1<1<n, 
tol que on Fpy donde Fzy=I7 (1 Y, sen que ln función 
[mu (2) 1> 0. Fomemos wn Clorto J, 1 <] < mm, arbitrario y uno 
función arbitraria y (z, £) € C* (F,;), prolongada (en Ty) por coro 
fuera de Ty. Do (04) 8 infiere que eE 


8) Grup (a)n(z, 1) dS de=0. 
dl 

















Puesto quo el conjunto de funciones my (2) n (2, 1) es, para 
7 (z, £) de C* (Ty) arbitrarias, siempre denso en La (xy), entonces 
Ge | rp, = 0. Por consiguiente, G; | r, ==0. La primera afirmación 
queda así demostrada. 

Análogamente se demuestra la segunda afirmación. En efecto, 
como |, =0, entonces para toda NECE, alo, = no, =0, 
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tonomos 
qpnae== omar] VG-Vy dí dl 


e! YG,-Vndzdt. 
Por otra parto, ia 
Í eenisa=' a 
. d 


do dondo 
j HC nas a=0 


para cualquier yEC*(Ty). Por consiguiente, H£|, 0. El loma 
está demostrado. a 

tama b. Si ODEC? y la función f(x, 1) pertenece al espacio 
Mi (01) o bien al M5 (Or), para cierto g>2, entonces, para cual- 
quier 110, Tl y p=1,....q—1 la traza de la función Fr en 
D, pertenece a HIGP"ED) o, respectivamente, a HSZ7!(D), 

Sogún el Joma 4, paro demostrar ol lema 5 basta demostrar la afir- 
mación sgulenta; Sila función 6 (2,1) EH: (07), ontoncts para todo 
Pelo, TÍ iso tiene 6 lo, EII): sl GEN) y Ol, m0, 
entonces para todo £ € 10, 7] tendremos G | y, € IP (DJ). 

En virtud del teorema do las trazas (teorema 1, p, 1, $ 5, cap. III, 
para “todo. £E10, 7] resulta que 010, EL, (0) Y Cn Lo €Ly 
(0), d=4, ..., mn Tomemos una función arbitraria 1, (6) 
de Ct (10, 7) y una función arbitraria na (x) de C* (D). Según la 
fórmula de Ostrogradski, para cualquier 1 =4, ..., n 

$ O. mnsdzdt=—| Grim dz, (52 
a Sr 

















es decir, 


r 
[nto [ Í (Gs 1u+Gno=) de | at=0. 

Ya que el conjunto C* (10, 7)) es siempre denso en L; (0, 7), y la fun- 
cin [ (Ga a+ Ono) de pertno, dedo alma 2, a epa 
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HH (0, T) y, consecuentemente, es continma en 10, 7], entonces, para 
la función arbitraria ma (2) € C*(D) 


[amar Í Gm», dz, (63) 
evalquiera quo sea £ €l0, TL. 

Por lo tanto, para £€10,7] cualquiera, G 1 p, EM (D) y la 
traza en Dy do la función G,, (x, £), 1 =1, ..., m, es la derivada 
generalizada do respecto a Zy 

Sea, ahora, G € 1*(05) y G | y — 0. En este caso las igunldades 
462) también se verifican o cualquier función na (2) de Ct (D). 
Por eso, para toda 1, () do C* (D) DO vsabida tionen lugar las: igualda- 
dos (63) cualquiera que ses £ € ll 

Según lo demostrado, para todo 1 € 10, 7), G 10, EM (DA, por 
Yo qu Jara clamor na (2) € (0). a la par con tas Agualdados (69), 
también so cumplen Tos Agualdades 











| Pure $ cuguts— | mo e 
Do este modo, siendo 9, (2) do C*(D) arbitraria 


GmmdS 0, 4 





Do estas igualdades se deduce (véaso la demostración del lema 4) 
que on ol contorno dD, del dominio D, la traza de la función G (<, Pl», 
es nula. El loma está domostrado. 

'astnvaciós. Do la demostración dol Joma 5 provieno inmediata: 
pla gu en válida la sigiente afirmación. Si 0D EC 3 (e 9 
EH (0), ontonces Y | y, EJI%=* (D¡), cualquiera que sen £ E 10, 

Ja 6. Sen 1, 05, + una dae rtonormal del espacto La 1) 
pr ción Gx, 1) E La (Q4y) es válida la igualdad 

















2 3| 4 Gíz, Dox(s) dz)? de == 116 Muay 


Puesto que para casi todo £ € (0, 7) la función G (2, 1) € Lx (Dd, 
entonces para estos valores do £ 


5 G Gtz, nmt)ez) =[G(2. Ollaop> 


$2. PROBLEMAS duxTOS sm 


Integrando esta correlación en (0, 7), de acuordo con el teorema 
de Lovi, obtenemos la igualdad necesaria. El lema está domostrado, 

Pasomos ahora a la demostración del lema 3 cuendo q = y = 0. 
De (49) y (50) tenemos 


007 1 umatoseaV TT (Hd, k=1, 2... 

: (49) 
(osea a gano, proble mito Us) | (0 
x1(2, 9 dz dr). 


Supongamos al principio que p=0. Puesto que las funcionos 
1 y va pertonecen al espacio 1%*'(Qy) (o bion MI*7L (Op), 
y Afon=abo, pora cualquier —po=A, ... (9/2), entonces, sí 
31 08 par, pora todo £€/0, 7] 


MID, (0 
NT) 1,98 








va (1) son VTA] ((—1) de dr 


“( el ATT (2, ex (2) en VII] U—0 dí dema (9, 


dondo 


05 ue VIT U—vde- E 8 





He 0-09 (0 dx)'< 





1 

sí f Ú A 
Ya que ALO en virtud del lema 6, la serie numérica 
yA ps Hz, ty va (2) dz) “dt convorgo y 


(2, 004(2) dz) de. 


E 


. 
3 (07 pardillo py 
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Por consiguiente, la serio 2) 3£(£) convergo uniformemente en 
DN $ 
2 A)STON Migerop CU terior 
Cuando 9—1 es impar, 
APO, 
a Ap, (23 90m VU dr di 


z 
0% AT ía, ota) d(cos VI] U—0 dem 





y a otra 





val: 4 Ha, Our (a) da— 
ñ AS 
=$ co V Tato [f AT pata, 0 (a) de ] dem 


0 (04 E) (0, 


donde 





er] [re orto dal, 
j 
or [ro 00 def, 


¡roperi(j Epa go tade) a. 





FEH'(Qr), por eso, para todo £EJO, 7] se tiono 
AT [HE (Dd) y 


Es 2 
NAF (z, Dlllxop<const 1 477 f(2, Dll < 
<constl| seg, y. 
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Por lo tanto, la serio ¡Á2(9F convence. uniformemente on 
10, T] y 
AP (OPSCA Ne 








Dado que pora toda función G(z, 1) €H%(Qs), siendo |1'=1*|->0, 


PELO, Tl, PE10. TE 








NG lloo NG op 2 S S G(z, 1)Ge(z, 1) dadu=0(1), 


Jo que so debo_a la continuidad absoluta de la intagral, entonces, 


ln función 477 flliso,, es continua en [0, 7). Por lo tanto, para 
todo £E10, 7] 


AS 
E room 
0d 
2 

1147 JlMaop Cll Miropy" 
«on la particularidad de que, de acuerdo al teorema de Dinl, la srío 
2 el primor miembro de esta igualdad (en vista del loma 2, los túr- 
Finos de esta serio son continuss en 10, 7))convergo uniformemente 
on 10, TI. Do aquí se deduce que la sorie ETT converge unt- 
tormemento en (0, 7| y 


OLA Miro: 


MEL), por lo que, según ol 





3 Í ¡Pre omita 


pn 
107 fala SON Mo 


ss CAP. Yo ECUACIONES MIPERLOLICAS. 


A 
mento [0, 7] y 

AOL loto 
A 
y mu sms 





¿ROSCA nto 
La afirmación del loma 3 para p = 0 está demostrada, 
Del modo análogo esta afirmación se demuestra para po. 4. 





pa 
PEJE Ha, novata) cos V TU) de de Ba (0. 
Ya que 
F = . 
Bo < rja(fa Ea, ole dr)”, 





la seio 3) BR(O) igual que la sore 3) 20), converge uniforme 
mente 10, 7] y 


ROSCA 
Cuando s—4 es impar, 





aci 
Epa 6 ger VAT (rt 


4 montanas sesos sn 
(Ese VTET0 [ler Or tarde 
+] a 
=ro+ Rh 0. 
Puesto que 
¡Reors([a rc, Onteraz)", 
pS 





Jo(z, 1) un (o) sen V TR] (—n) de dt) 


IBeor<r| Ú AT ple goteras) an, 
entonces, los seres. SI BÍO? do iismo que los serios Dx 
A (0)), 22, 3, y, por tanto, la serio 3 BCO convergen 
uniformemente en (0, 7] y Wi 

2 RO<CMlurrop 
La afirmación del lema 3 


Son, ahora, p ->2. Dado q 
ción diferencial Vi — AU, = 






tá demostrada. 

función Ua (0 satístaco la oyo 
cuando p es par, 2<p<s, 
$ 

a AS - APRA 


y cuendo p 





impar, 2<p<s 
A 


irmación del lema 3, para p< cualquiera, 
-omprobamos que, para todo q, ULI<s—2, 






EN 

>= 
Por esta razón, la 
quedará demostrada, 








la serio D 2591 (L2)% converge uniformemente en 10, 7] y 
ono logar lo desigualdad 


Y ar (E) SC ira 


en la que la constante C > O dependo sólo de Qp. 
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Cuando s — q es par, en virtud de los lemas 2 y 5 tenemos para 
eualquier £ 10, 71 


0 (2) de Y (o 








2L ¿HI (Q+), entonces para cualquier £€10, T|X 
xa HL ELA(D0 y do función ja ES ln 


Llao, 0 com 


tinua en (0, 7]. Por eso, la serio 2) T(1) convorgo uniformemente 
en 10, 7] y 


ro 





oy SC liopo 

Sea s — q impor. Entoncos, para todo £ € 10, 7) 

PEA 

mt AER A o (a) a VTA O 





(o 





Puesto que 4-7 FL EMS (0r) (o bion Hip-(Qr)), entonces, en 


vista del loma 5, para cualquier £E10, T]A E ¿LE ÁN(D) 
lo bien H'(Dp) con la particularidad do que la función 
(gp, es comino 00 (O, TL. Yo que pera ado 
£El0, 7) ñ 





0 


A 


$2 promemas susros 2 
entonces la serie 3) iD il% +1) y, con mayor razón, la serio 
a 012] convorgon uniformomente en (0, 7] y 


3011 <| A 





y Moo 


El loma está demostrado. 

Como ya indicamos, sin las condiciones del tipo (56), (57) (on 
el prior problema misto) y 33) (59) (n el segundo problema méxto), 
impuestas a las fonciones dadas, los teoromas 3 u 4 no son válid 
No obstante, si queromos establecer la suavidad de las solucion 

vralizadas y no la convergencia en el espacio correspondiente de 

io de Fourier, las condiciones (56), (57) y, respectivamente, las 
(55), (59) pueden 'wr considerablemente debilitadas. Examinemos, 
por ojomplo, el caso del primer problema mixto. 

"TROREMA st. Supongamos que para un cierto 9>1 ODEC”, 
OEI(D), PEH(D), [EMOS y que se han cumplido las 
siguientes condlctones de concordancia: 
















e E 
A IN 


y para s>2 





boa! lao, =0 (65 





(ansideramos que para ¿<0 Y ay=0).. Entomees, la solución 


geriicala del primer problema miso. (6000, prince 
a H'(Qr). 
Las condiciones de concordancia (04) y (65) en el teorema 3" tienen 


ln forma 
Glon=0, 
nando s = 1, o bien la forma 
vho=Who=0, 
enamdo $ =2, 6 bien la forma 





Pho=Plho=0.  (Ap+fl0,=0. 
cuando *=3. 
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Ya que JEH"*(Q,), on virtud de la observación al lema $, su 
traza. flo, pertenece o [II=2 (Da). Por lo tanto, paro 523 cunk- 


2] existe una trozo, ALETA 





quiera que sen ¿==0, 
2 
det |yp que porteneco a Lo(2Dy. y para 9254, cuolquiera que 


[5]-2, existe vna rara AIR 


Cuando £ == 2, la afirmación se despre 
3, Bomosirómosla ara 4 = 3; cuando 5 > 3, la demostración es 
nismo. 

Tunto con el problema (44)—(40) oxaminemos el que sigue: 





sen 0, 









DA fe (60) 
Vol (67) 
ve leo A+ los (68) 


:xistoncia de la solución 





Las condiciones del teorema garantizan 1 
goneralizada v(z, £) del problema (66)—( 

jo 2 al teorema 3, la función v (z, £) por 
solución en casi todo punto del problema (66) 
Y Ue 

La función 












mt Do (04 | vta ne, 
pertenece, ovidentomente, a HP (Qs) y 
vet Í vola, DAT, =D. 


En virtud de que v es una solución generalizada del problema (66)= 
(68), la fuación w satisfaco la identidad integral 


[mima [U+apnaz+4 fmazar (00 
» 











3 
para todo y € A (Qy) que satisfagan las condiciones 
mlo,=0. nl (0 
Sea NECTOr) y que satisface las condiciones 
ml, ="elo,=0, — mlr¿=0. a 


$2 PRODLEMAS MIXTOS ES 
Entonces, 


Ñ (Vo, Vn—101m) dedt=—] (Ve Yom dzd— 
le as 
[oem emás==/ (Vie Pm — ema) dde 


+ É (A9-1+Pm) de 


jota —| mázar—( faz. 
De 
Sustituyendo estas Sgualdados en (09), obtenemos 
Í (Vie Ym—tombdz des [ yu de+ | fnude de 
hr » dr 
Ya que para toda función E (2, £), que pertenezca a C? (0) y qu 


condiciones (70), existe una función y (z, %) (que par 
(0r) y Y sotistace las condiciones (74)) tal que E = 


q (a) 







€ (a, 1) e), entonces la función 1 satisface 





idad. intogral 
a al Raza 


ara cualesquiera E (z, 1) que portenercan a C* ($) y que 
Ti condiciones (10) y; por lo lante, para cuslcsqulen € 
que satisfagan las condiciones (70). En vista do la unicida, so 
lu generalizada del problema (44)—(46), 10 == u y, consecuento- 
mento, 0 

Así pues, u € 17: (Q7), us € 41 (04). Dado que u es una solución 
en casi todo punto del problema (44)—(46), para casi todo t € (0, 71 
la función u (z, £) os la solución en casi todo punto del primer pro» 
blema do contorno para Ja ecuación de Poisson 














Auf ED. ul =0. 


donde fy= (Y + 4) 1, Puesto que, según el corolario 2 del teore- 
Un Lo, = Pe | 7, E MUDA, entonces $, EII (D)) y, de acuor- 

do con el teorema 4, p. 3, $2, cap. IV, para casi todo £ € (0, 7) 
ze 
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uE) y 
hallo) <sonst fallan) < 
const cop + not 
<coustlll furgo +U Pro + 109 + Moo + 
+Hll de laraoy dE const] flarsco sl Y lec + | Plenos 


Por consiguionto, u € HI? (Q;). El teorema queda demostrado. 


$ 3. Solución generalizada 
del problema de Cauehy 


En la banda Mz == (x € Ri, O<£<T) oxaminomos, para clor- 
vo POL scanción Vivar ' 


teo — div (6 (2) 76) Ha (uf, 0) 


dondo k()EC(Ry), a(2)EC (Ra). inf kls)=ka>0, Bupx 
sel EN 


X le (a) == < co; vamos también a considorar que a (2) >0. 

La fanciónu (1, que porteneo €? fl) 1 Cr U (E = 0) 
so Hara solución clásica del problema de Cauchy para la ecuación 
sn la banda MI, sion Tly olla satisface la ecuación (1) y, cuando £ == 0, 
las condiciones iniciales 





Ml la. a 
OS 1) 


Dosignomos mediante Qr,n (para A'>D arbítrario) un cilindro 
I=1<R, 0<t<T), modianto Sr,n su superticio lateral 
f=(= A, 0<:<T) y modianto De. so x El0, 7), ol conjunto 
12 1<'R, 1): 6 particular, Da, 6 la baso inferior y Ds, 

la superior del cilíudro Ox, n- 

Sea u (z, 1) una solución clásica del problema de Cauchy (0) 
(3) en la banda Tlp4, para un cierto 8 > 0, con la función / (2 0) 
pertonecionto, para todo R' > 0. al espacio La (Or, n). Multipliquo- 
mos (1) por una función arbitraria 6 (z, 0 que para cierto Ra = 
= Ra (6) >0 satisface la siguiente condición: 


ví DEMUOr, nde vta 








=0 en Me Or, ma 





blo, 20. -0, 0) 
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+ intogremos la igualdad obtenida en lo banda TI. Valiéndonos de la 
fórmula de Ostrogradski, obtenemos 


Í (Y e Vu aus — ue) de dt= 
tn 


=| foázdt4 | yíajvtz, O)dz (5) 


(en esta igualdad la integración se realiza en realidad no por toda la 
honda Il y por el plano (z € R, £ = 0), sino sólo por el cilindro 
Or,_no Y Por su base inferior Da.» , respectivamento). 

Sea (7 DELs (Or m) y sen y (EL, (12) <_R) para todo 
R>0. Introduzcamos la siguiento definición. 

La función u se denomina solución generalizada del problema de 
Cauchy (4) (3) en la Landa Mz, si ella pertenece a 4/3 (Qp,y) porn 
cualquier A > 0 satisface la fdentidad integra] (5) para todas lns 
y que satisfacen la condición (4) para cierto Ra = Ra (v) >0, y 
salisfaco, además, la condición inicial (2) (os dect, u (2, 9 lazy e 
= q (2), cualquiera que sea R>0). 

A la par con los conceptos de a solución clásica y ln solución ge- 

de Cauchy (1)—(3), se puedo enunciar el 

en casi todo punto de este problema, 
ma solución en casi todo punto de Tly del pro» 
uchy (4)—(3), si ella pertenece a H* (Or, y) para lodo R> 
co la ecuación (1) para casi todo (2, 1) € ly, y sotisfaco 
ales (2) y (3) (es decir, U | py, y = 9 ds loy, y 







































> 0, sa 
Tas condiciones 
= y cunlquiera que ses R>0). 

Más arriba ya se ha mosirado que una solución clásica cn Tlgso 
(siendo 8 > 0 arbitrario) del problema (1)—($) con [ porteneciente a 

40.) pora tado, 1 => 0, es la solución generalizada en Ty de 
dicho problema. Análogamente se demuestra que Ja solución en casí 
todo punto del problema (1) (5) (en TI) es también la solución ge- 
neralízada (en TI) de este problema. 

Igual que en 'el coso de los problemos mixtos, es fácil mostrar 
(compáreso con el lema 1, p. 4, $ 2) que si Ja solución generalizada en 
Nlz del problema (1)—(3) pertenece a Hf* (Q5.») para todo R>0, 
entonces será In solución en casi todo punto, y al pertenecer a 
E (Te) N Ct (lr U (£= 0), será la solución clásica, 

Demostremos, ahora, ol teorema de existencia y wnicidod de la 
solución generalizada del problema (1)—(3). Para ello nos Jará falta 
Ja siguiente afiemoción auxiliar. 


Tomemos un número y>VX, (ki = sup A(2)<o0). Sea ly un 


húmero arbítrario juayor que 7, y sea 25 un punto arbitrario de A. 
Designemos con Ky,z(2"). donde TE(O, 7], mm como truncado 
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(21 <x (60. 0<1<»r) dispuesto en Uy, con Ti, (2%) su 
superlicio lateral, E... (2) =(]2—2"|=7(4—0. 0<1< 1, y mer 
diam Doro (2%) el conjunto [229 <p (O) db, 
0<0<r (entonces, De, y, (29) y Di, ye, (2*) son las bases inferior 
y superior del cono). SIZE ¿sel origen de coordenadas del espacio fi 
qomo (Ka, «(2 Ka. e(0) lo desiguaremas por Ka, y y la superficio 

a. .(0); or Fi, v Bu esto 0350, De y, 'u=0 Ya 9 pare 
tia Do, 3 Dr, er son las lanos, iteior y sapacior el 
cono Kino 

LEMA 1. Supongamos que para ciertos ty >T y "ER, la fun 

ción ulz, 1 EMMKa, (e) los, quier =0 Y 


(ela) VuVo + au ug) de dt 0 6 
ro) 
para todo v que salIsfacen la condición siguiente 
































VEN (Ki, r(2)) 00 en MN Kira) 
Dor, sur =0, Ole, qa 

Entonces, u == 0 en Ky, e (2). 

Es ovidento que la validox del lecan 1 es suficionto establecorla 
para 2% O. 

Tomemos + €/0, 7] arbiteario y oxaminomos 0n K;, y la fun 
ción 

dei a-[Juo CAS 
o en Ke Ka, 0 

donde 


O 
E pora lar 


U=0(2), |x| ,. es la ecuación de la suporficio Tr, «U Dv, yu.) 
Deo A tir Y bie] 
para cualquier Y£(x, 7] y las derivadas generalizadas de la fun- 
ción p tienen la forma 


tn 
E ( j Vuíz, 2)de+u(z, 0(2)VO ed Kar (U) 
o 0 KK 


—ulz, ) 00 Ko 


“Lo e KK 





10) 
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He aquí el modo más fácil de convencernos de esto. Puesto que 
uje HI (K,,, y), existo una sucesión u,, $ =1,2, ... ., de funciones 
de C!(R,,,x), convergente en /1% (K,,, y) hacia u. Examinemos la 
sucesión de funciones V, Uy, - »-, pertenecientes a C! (Ko, y) 


« 
ia 9 (io j tim(z, 3)de en Kin 


9 mn KK 
dondo E (t) es igual a 1 cuando £<w (1—1/m) y es nulo cuando 
t>r (GO, Ec (o, +00), | GE|<Co. Para 


cualquier ¿P'Elt, 7) Umlpy, pd emy 0.  Mostremos que Ja 

sucesión Um, mo=1, 2, ..., convorgo en H'(K+, 7) hacia v. Efocti- 

vamente, es ovidonto que la sucesión Um, Me=l, 2, -.., CONvOrgo 

Dacia v on Lx(Ki, 1); lo sucosión Von, med, 2, + 
«e 

Eto | Vunte, )di+in()un(z, 0(2))V0 




















Vo 





o 


convergo om La (Xi; r) hacia una función vector Vo, profijada por la 
fórmula (7) (os declr, (Un) + Ox 1024, + +, m, cuando m=» 00), 
y como 


Cima 


(Trace, ade] azar 
ato 1 
<gn 
Eo OK 10 
Sr f tiaprarat jarra Jr 
Ep, a Ka et 110), 
cuando m-»00, entonces la sucesión Djp. Dato 0... 





(z, 2)dxde< 








so 
tu (no ARO | umlz, 2)de en Ko,x 


o o KK 


Comet $8 Lo(K,7) hacia la Sanción 0%, projada por la tór- 
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Sustituyondo la función y en la indentidad (6), obtonemos 
me! Kíz) Vu, of vute 3)dedrdt+ 
: + ktaJu(z, 0(2)) Vu(z, ) VOdzdt— 
Ñ — f aarmvdedi4 $ uudedi=0. (0) 


Dado quo lt, yuD%, yu 


f emáram—h Í erarao, 1%) 
Ka De vta 


Puesto que ufo, y, =0, por analogía tenemos 


$ vusdedt=+ de sé (z, 0(2)) dz. 0) 





Como 
$ 
[ Hcnvute, 0 Y vu páesrs= 
Ke 
ma e 
= 5,0] Vu(z. o Vuíz, 3)dsdtdz»- 
intra 


» so 
= f 1 f Vuís, 1) | Vulz, 2) dedtdi— 
tetra 


-5 £c9 | vale. f vale. nasardas 
ió . 


=f co] vato Datffdz— 

ton 
=$ co | vals, | vato, t)dtdedz, 
poe 2 
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entonces, conforme a (7) 
”. 

J El vale 1 | vutz. adedtdr= 
0 


mo 
on vta, 9dtid 
+ 5 [| S Vulz, Det+u(z, 02) v0|— 


tanta 


seo 
—2ulz, 0(2)) VO Í Vu(z, 1dl—i(x, 0(2) v0P] dr> 


> Í tujulz 0) VOVu(z, Ndrd— 


Pe 
+ | hlué(o, (2) VO paz. 
Pons 
Por 080, 
ss 
[ Hoyvate 0 | vals nara 
Mb 1 


+ SÍ Klouta, Va) Vu PO dzdi> 
Ms 


> f kleutiz, 0(2) (VOR dr> 








>—ás | olaa (2 
tna 
Sustituyondo. las correlaciones (10)—(12) en (0). oblondremos 
la dosiguldad (142 f 12 (=, 02) dz<0, de la cual se inticro 
poo 


sB(z, e)de—=0, de donde, por sor TE(0, 7) arbi- 







Del lora 1 se deduco inmediatamente el teorema de wnicidad de 
izada para el problema de Cauchy (1) (3) y, por 
idad de la solución en casi todo punto y de la 


202 CAP. Y. BOUACIONES HIPERBOLICAS. 


1uonema 1. El problema de Cauchy (1)—(3) no puede tener más 
de una solución generalizada, más de uno solución en casí lodo punto 
y más de una solución clástea. 

Sean un y ua soluciones generalizadas (y, en particular, soluciones 
an exsi todo" punto) del problema (13) (EL, (Qr.m) PE 
La (12 |< Ri para todo R> 0). Entonces, sa diforencia 4 — ú 
tistace las condiciones dol foca 1, cualosquiera que sean +, > 
y 2% € Ra. Por 080, Uy o o 

Sii Y dy son soluciones clica del problama (9) 2) au de 
“roncia tx — ly sorá la solución clásica dol problema (1)—(3) con las 
funciones nulas /, p y q; por ello, u — u, es la solución goneralizada 
Y, pOr tanto, uy == uy. Él teorema queda demostrado. 
Eln(iz1<10; vELa(lzi< E) 1ELe(0r a) pora todo 
¡jamos, para cada m, m1, 2, ..., una función Em (2, 
lamente diferenciable on fT,, que es igual a 1 00 Xur, r. y 
mula on He Kumeszar,r y dosiguemos media (es 0) una 
solución gonoralizada “en el cilindro Qr, simy1yxy dol sigulonte pro- 
bloma mix 
































tonto — div (k (2) Vip) +0 (2) Um 1 (2, 1). 
tl str nd 
talón, mery Pm (19) 
tl ey 0 





donde Qmír) =p (z)En(z, 0), pmlz) 
=p, Tinta, 
a HOr, amero). 5 
y pora toda y de 11'Qr,simssymy) paro las cuales Wlpp, qq 137 =0 
Y var, acagayry=0. Satisfaco la indontidad ¡otegral 


vial O, Ima Da 
Ho significa que la función “um portenoce 
face la condición inicial tmfoy, ps yyy = 0, 











(K(2) Vin VO + 04m Y —Un101) de dt = $ Inv dz d+ 
Bram + yr amare 
+ Jj mibpia 0d, maty... (0) 
Do, simon 


Dado que 9mEÑU(Dy eo (9 EM: (Dacacns 1:50) y 08 mula 
para S(m+-) Py <l el <B(m £ 1) Ty, de acusrdo con el teorema 1 
«del párrafo anterior, las soluciones generalizadas ty exi: 

Tomemos un punto arbitrario 2 € fl, para el cual Je | = 
= (8m + 6) Ty y sustituyamos en la idontidad (14) una función 
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arbitraria y que satisfaco la siguiente condición: 


VEHMNKer, ri) 0=0 en Nk r() 
blor,qyar=0, — Vlrgr, rey 0 


(po os dificil comprobar que ema función y portenooo a 


707 metano y que sus Lrasas 60 Dr, epury Y Sr, Mas ur 200 
nulos): En virtud del loma A resulta que WemO en kon rlo): 


Ya que x* es un punto arbitrario de una esfera e almebiional 
So Ty, t=0), entonces tm =0 en la capa cilíndrica 
+5) Ty<|2| <(8m+7) Ty, 0<?<7), 

Designeimos con Tm (, 1) una función que es igual a e Fl 
en Or, emeoyr Y es Mula on TAX Or, omraro met, 2, 
dontemente, la función dm m1, 2, ..., porteneco al e 
Hr, Y 








AS (15) 
cualquiera que ses R>0. 
fomomos una función arbitraria y que satisface la condición (4) 
en la cual Rom Ra (0) >0. Si Ro < lem (Sm + 7) Ty, so puedo susti- 
tuir la función von (14). Y como (2, 1) == 6 (2, £) 00 Qr, amen rro 
resulta que 





4 (in VO ano Tv) dí dt 


= [ tardza+ [vatajota. Opde, (16) 


_ Som Ry>(8m+7) Ty. Puesto que úmo=úm 00 Or, (m41)1y Y 


o en Tex. Qr, comasrry (00 Qr, mer Or, (sm 4277 ln == Uy = 0), 
entonces 





Ñ (In Vd ano — 1) dz dt 


= ju Vo+ ao 00) dede 
Or. 


_ Tomemos una función Tna(z), indofinidamento diferenciablo en 
Tlz, que es igual a 100 Qr,gonesry Y es nula en TX Or, comentes 
Sustituyondo la función vi en (14). obtenemos (um=0 en 
Or, menor. cmtnto fu =0 en HN Or, msm Y hn =0 en 
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(121>(8m+4) 74) 


(Vi: VO + UD — ln: 01) dz di = 
Or roy 


(un VE) + au (ch) 





Or, 


tm (added $ Inodedi4 $ qmtajo(z, O)dz. 


De este modo, la función Tm satisfaco la identidad integral (10) 
cualesquiera que a e, paro Ts cul e cumplo la cmáfción (0) 
con cierto Ra = Ra (0) > 0. Por consiguiente, la función dos la 
solución generalizada en Jl del problema de Cauchy (1)=(3) con 
los funciones 9= Gus Y Yao Jm ,, 2, -.» Como la 
Auncil ¡y /Comsideramos que mé => m) sl solución que: 
ralizada en My del problema de Cauchy (1)—(3) con las funciones. 
Dm O 9 0 para 121 <8 my, $ — Yo — di O, para 
(1 <8mTY, y 1 mo — fu = 0 en Kar, y, entonces, en virtud 
dol ema 4, Tipo — ma = 0 € Komr, y. Es decir, para todo m'>m 
50 Liono mo dm em Kamr,rs ys por lo tanto, en Oriana re 
Quiero decir, que la sucesión de las ll, Uy, + > - converge 
en casi todo punto en Ily, hacia wba función u, con la particularidad 


de que para conlquier A>0 existo wa número N=Y (2) (N' (A) == 























+ [22]) 1 queen O, ma a para tado >. 
De (15) y (16) so desprende que u |; <= q (cualquiera quo sea 7 > 0, 
para m>N(R) qm q en Den Y Um = log. = lo.) 
As satisface la identidad integral (5), cualesquiora que sean U para 
las cuales fuo cumplida la condición (4) con cierto Ry == Ra (1) >0. 

Por consiguiente, u es wna solución generalizada en Tlz del pro- 
bloma de Cauchy (1)—(3). Así pues, queda establecido el 

eones 2 Si (DEW RISA ELISA y 
FE La (Qr. n) para cualquier R > 0, entonces en ly existe una solución 
generalizada del problema de Cauchy (03). 

Señalemos que está también demostrada la afirmación siguiente, 
Pora pa R > 0 existe tal N = N (M1) que la solución genera- 
izada u del problomo (1)—(3) en el cilindro Oy, y coiocide con las 
soluciones tw de los problemas mixtos (13) para Lodo m > N. 

Examinomos ahora un easo particular de la ecuación (1), es deci 
la ecuación de onda (ke= 1, a == 0 cn (1)) 


te de a) 
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Supongamos que para un cierto s>1 entero 9 EM (l21< 
ED) Ea ZII, Y EH Ora), cuolauicra que sen 
RA > 0. Entonces, según el teorema 3, p. 4 del párrafo anterior, la 
Solución gonoralizada. tm (z, 1) del problema mizto (15) ciendo 1 =a 
== 1, a =0) porteneco a 1 (Ora miro) 





[n= is 0) 9 (0) EZ (Do, ama nido 
n= Entes 0) 9) EG (Do, sims) 
In=Gol € Hz (Qr,nnsomd+ 


Por consiguiente, la solución » dol probloma de Cauchy (17), 
(22, (3. genoralizada en ly, portopece a 1 (Qr. 1) pata todo Ri > 0. 
"Ask pues, queda demostrado al siguionto: 
ost a. Sk, para un clerlo 3 >> Lenioro, GEN" 1< 1, 
EMATIZ IM 1 EM Or, m) cualquiera que sea 1 >0, 

Solución generalizada del problema de Cauchy (17), (2), (3) perlénace 
alex, 1) para todo R>0. 

Psslo que la solución ¡oncralizada ¿ol problema do Cauchy, por- 
tonocieoto. para todo 72 >> 0, al espacio 102 (Or, y), 8 una solución 
sn cast 1040. punto dol “mismo problema, entonces del toorema 3 
Ípara + =2) so deduce le afirmación sigulento. 

eo ASE EME,  PEMUZIS € 
EM (r,1) para lodo > O, entonces existe en ll. una Solución 
<n csi Todo punto dol problema de Cauchy (17), (2). ( 

Tncliquomos que las órdonos de la suavidad de ¡ciones 
intcinles y del segundo míembro de la cenación, quo garantizan la 
oxistoncia de la solución gonoralizada del problema de Cauchy, o de 
Ía solución on casi todo punto, no dependen (teorema 2, 4) do la dí- 
monsión +el espacio. 
2] +3. En virtad del tooroma 4, p. 4 dol párrato 
antocior, la Solución generalizada um (s, ) del problema mixto (13) 
(siendo k =a 1, 4 0) es la solución clásica do osto problema. Por 
cousiguionto, la solnción gonoralizada u (2, 0 del problema (17) 
(3.0) vs la solución clásica del mismo problema. 

Do esto modo, queda demostrado el Stguiente 


Posa ra <m, 
ten El += (07, ,) para todo 18>0, entonces le solución clásica del 
problema de Cauchy (47). (2). (3) existe. 

A AStulo ds complemento de ls teoremas 4 y 5 zobro la existencia 


de la solución en casi todo punto y de la Solución clásica del problema 
de Cauchy (17), (2). (3) demostromos la siguiente afirmación. 



































suomena a, Se pen 
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EONIXA €. Sea 1 una solución en cacl todo punto del problema 
(47), (2), (3) en Mz o la solución clásica de este problema con | € 





EL ) todo R>0. Entonces, todo R>0 y todo t, 
CE Do e arco lo degualdos ds 
ENSERIO) +2V TM lo, a8) 
donde 
Exto= $ (+Ivupde, 10) 
De 


Deninllzi< ir, 10, 
Enim(jzl<R—=t, 0<t< 0), 1610, min(R, 7). 
“Tomemos arbitrariamente x € (0, mín (1, 7)) o intogremos en el 
cono irunedo Kush unas (0), mul plc paro 
$ Cuba) dz dt | fusta, 
Hi Mr 
Sogún la fórmula de Ostrogrdski tenemos 


S ur+ivupa— $ (+ (word 
Dist Dn 


=2 $ tudea, 


donde Tp, es la superficio lateral del cono A, y, es decir, Ty, y== 
(left, 0<t<1) y 





+ $ [ut+Ivuln—2 Su, 
os Le +HVaP) m2 3 


(o mis 





a va) 


la normal exterior a Ty, y. Ya que € Tp,y 





es ol vector 


(ut ] Vu no—2u Y ue 
El JE) 2 E) 


ta) 20, 
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entonces 
EXOSEnO+2 $ I/uldra<Ent0+ 
E 
+2 dl (ut +IvuP zar) 
Fa 





20 


> PO 
Dado que 2 ab1=2|VF 3 | ete +, entonces de (20) 5 
deduce que para todo £E(0, 1) 
EOSENO+2 Man del (eV Pda. 
Fis 
Integrando esta desigualdad respecto de ¿E/0, 1), obtendremos 
j (u? +] Vu/?) de dt<1En (0) +20 Han, 0 + 
En 
++ ' (ul Vu) dzdt, 


a 
de donde 


ES 


Ko 
<OYTERO +2 Ma, 0 


La desigualdad (18) so desprendo de (20) y (24). El teorema queda 
demostrado. 





PROBLEMAS DEL CAPITULO Y 
Seu (2, 1) = lesa 24) E Ras una solución clásica del problema do Cauchy 
aq La 8 
a A 
Mi 
to (nieales terminales 

sE ales 1 ., 
"Mubktrese que la función y (2, 9) es 


: Demubatrese ma constante positiva Cl que paa de sol 
co rca) ene lor la agente ecc 


A 
seo % 
E] 


«cualesquiera que seen = € Ra y 150. 


wr 


9-0 paro Jem 






ia en el cono (Jal <e 
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¿Con ello, si y — 0 y 9 > 0, y 260, existon tales constantes pasivas C, y 7 
00 park cullesquises ¿> Ty [xi 61 Ra 





ud 





VIV 

todo R > 0 exieto tal 7 > 0 que para todo (e, Y 
AULAS '7 lación 7-0 del problema (0 3 repre esos 
lo "una Sorie convergeote. 








Tas qee pr dd o 005 gn gua 
A 
TRAÍA, ia ee 
e os lo yr 
Fada a Cn fla lea uu so 
pe a a 
o . 











da (2,1. = (22425) E Ra 08 solución (cláxica) del proble 
Co a DE (clásica) del p 





EA 
DI E 
AS 


y) terminales. 
EN 


TEA 





a 











nt de gt 
E onde q eun dol del anio 
e Se a de ON e. lan: 
prat 3 2) sou oda 


td 
queda lación Lo, Dm oo — 9, n= GS 
eS gue Co ls) dad 
rcla'ditido paa esució 0) y que sal 
Teonda (2. Diada que a e 0 Zi. donde Ye 
puna apa £ ens 7, € CAU lo pude mt: 
nen deis sa detal do que la. haga Cotinuameno dilo: 
Peas y (Y una slación clásica o generalizada en (1 > 0) del problema 
do Cauchy para Una coución de onda. 


m8 [e 





20) £ Mo, goranoea 














0. a 
Ml eli 0 


yea un (2,0) una solución clásica o, varsento. generalizada dol segundo 
Jeoblema mixta para la revación de onda enel ciliadio (el < MPAA 
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>0), 2>0, 
de + 
En 


A 


con la particlaidad de que para 31 <P gn =0, Ya =P ariel A 
1< A Inm/. Muéstraso que en cualquier cilidroOya [3 COn DCI, 
doñde Da “ex on dominio mblirario € dimsanstonal Y 74 5d dices toi 
Siro, da inc o $ cuado O cin Boi 

Aza lució de ul Pol miso gco an ala de e 
En Or E E 0 1 7 an puedo: inir de sones 


as pa 
scuacón de onda (S) sl lla pertenoso a 0 (Q_) 1 CIO) U DyN CIO Y 


Xy 0UDy);saisace en 97 la ccuación (3), 0D, las condiconas Iniciales (4) 
Y oatr vts la condicio Ji djs e 














Ml, =x w 





dad en el ctinaro » 
dal ers problema mex [ral 





917 Ido Anota puedo 

$2) para la ecuación de om 
(cia) uo 

1 € La (Qrhs en caso 











EJ (09.8 € La 0, 








ah 50) (sd iuponed que ds no hapallva) 
1. Una función u (», O. poriecaciente al espacio 4 (Qy), so loma solu 
ción onoraliada del problema ea 6 


mp4 la, 0607 














(L2+ os . 
prraliati 
donde 3 (N ECADA) 010.230, GENIO). 9 ELA(0), 5 ola atico la 
condición lcal yy y 3 la entidad Inga? 
[ tom remmaca S manera f grace f oyrás 
de pa sl 








cualesquiera que seen y de C% (0) para las cuales 1, £ 01 (Gr) y el, 


Demuésteso la existencia Y unicidad de la solución Somerali 
problema. 
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CAPITULO Vie ECUACIONES PARABOLICAS 


En este capítulo estudiaremos el problema de Cauchy y los prg- 
blemas míxtos para una ecuación parabólica dol tipo 


Uy =div (k(2) Vu(z, ti+a(zJu(z, )=f(z, Y. 
Aquí, (2, l)== (tj -..; Zas 1) es un punto del espacio (1-4 1)-di- 
monsionol Rasyy 2H, 1ER: Vota Oe (ns cs e) Y 
diana Da cos nta Ei o AE pot AD) o 
comprenderá divVo(e, )= E +... + Ej Convengamos en 


considerar os datos de los problemas como "funciones de. valores 
reales y examinaremos sólo soluciones de valoros reales de los 
problemas citados. Por este motivo, los espacios funcionales Ct.*, 
HP: que serán, empleados en lo sucesivo, los vamos a considerar 
de valores reales”, 

















$ 1. Propiedades de las soluciones 
de la cenación de la conducción 
de calor, Problema de Cauchy 
para la ecuación de la conducción 
de enlor 


1 Peopicdados de las soluciones de la ecuación de la conducción 
de calor. Examánemos la ecuacion de la conducción de calor 


Lu=mu —bu=j(z, 0, Mm 


que es la ocuación parabólica más senciba. 

Ante_todo, construyamos en el semiespacio (>0) = (2 € 
€ K,. 1 > 0) Ciortas soluciones especiales de la ecuación homogénea 
de la conducción de calor 


Lum uy — An = 0. 1) 


Las definiciones delos espacios Cy H194 e han dado en los p.p. 132, 
$ 7, cap. 111, respectivamente. Pp ty: 














a 
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Examinomos primero el caso de una sola variable espacial, 1 == 1. 
Una función u (2, 1) =w0 (2/0, que sólo depende de 7'/£ y que es en 
(£> 0) la solución de la ecuación us — úzx =0, satisface la ecun- 
ción diferencial ordinaria 

Sau (2) 4 (243) 0 (5) =0. 


La solución general de esta ecuación en el semiejo (0, 00) 
se prefija medinnte la fórmula cy j EUA =MA d+ cz. donde e, y ca son 


constantes arbitrarias. En esto caso la función c, | e-W8E-112 dp 405 


será la solución de la ccuación (1s) (para n=) eu los dominios 
>, 1>0) y (50, 10). , 

Hagamos 220. == a 20, y a mm 
2-<0, No es dificil comprobar que la función obtenida os indifi- 
Sidamonte ditecencabo en el soniplano (26 Ln, 120), y. por la 
tanto, solislace on esto semiplano Ya ccuación (19). Entonces. la 
misma “ecuación será también sotistocha por cualquier derivado 
Frespacto de xo ) de esta función, en particular, por la primera 
derivada respecto de x que es la función U(z, Dip Y 

Son, ahora, n >> 1. Para construic en oste caso lns soluciones bus- 
«adas de la ecuación (A), señalemos quo si las funciones Ut, la 

” lo, para n= 4, eu el somipluno 

(e € fa, 8 5 0), entonces la función D (2, 1) == 1 (5, 1 0s É 
$ E oa fea, 0) s0rá la solución de la ecuación (1,) en el sentieepacio 
e ER. > 0). Por eso, em particular, la función 






























(2, 1 = > 
E 
es la solución do la ecuación (14) en el 
so deduce que si (x", 1%) es un punto arbitrario de Raz, 
será la solución de la ecuación (1,) en el semiespacio (1 > 2) == 
== (2 € Ra, t > 1%). Esta función lleva el nombre de solución funda. 
mental de la ecuación de la conducción de calor con peculiaridad en el 
punto (2, 1). 





capacio (1 >0). Do aquí 
er función 








Vit, > 
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, Subrayomos los siguientes propiedades do la solución fondamen- 
tal, 

Si la función U'( — 2”, £ — £) es prolongada por cero en el se- 

ppacio (t< 19) = (2 € R, 1 < 19), entonces la función obtenida 


sorá indotinidamonte diferenciablo en' Rey (2%, 19). 
Para todo PERA, > 


Ue, 1055] ci. (2) 


e toda 260 os india la redia 
19) m(zt, ...: 2h, 6, es en el semiespacio (%< 1) = 
ER, 4 < 1) la solución de la ecuación 


laa, 02-337 (10) 

















Examinomos la banda (0 <<) = (2 € Ros 0<0< 1) 
que ostá limitada por los características de la ecuación (1)..Al ¡gua! 
que en el caso de las ecuaciones de Laplaco y de onda, emplearomos 
los soluciones especiales construidas (solución fundamental) para dar 
la roprosentación on esta banda de una función arbitraria u (2, 0), 

ciente a CO E<T)N CO <1<T), en términos de 
funciones Zum uy — Au y u (z, 0) la que constituye el valor do 
we, Don ol plano (6 0) 2 € la 0). Neslizado eta 
operación supondremos que las funciones u (z, £) y Zu(z, £) son 
acotadas on (0<t< 7). 

Veamos las funciones Gw(2)=Ex(Jx[) Nod, 2, ;... que son 
indefinidomento diferenciablos en Xt, y que satisfacen las condicio- 
os siguiontos: E a(2) as 1 cuando|z [<A Ex (2) 20 cundo |2|> 
ved: y [Era] Co[ VE] < Ca. ¡bn < Ca, donde la coma- 
Íonto €, no dependo de N. 

Sen (E) un punto arbitrario dela banda (0 < 1 < 7). Puesta 
que las funciones Ey (2), u (2, 0, N 4,2, y UE 210) 
portones a CALI O, entonces, en Virtud de (19) y lo co- 
rolas 























Luz, Din) ls Lu— 2919 - Ve — uba 
para todo (2,0) € (0<1< +) tieno lugar la igualdad 
UlE—2, 1) (En 2) Luiz, 1) —2V Ep (7) Quiz, 1) —u (2,1) Ary (2) 
1) L (ulz, Din (2) —ulz, 1) in (2) 
Culo: 11) = (UU 





+3 ubn0,, 50), 
A 
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Integrémosla en el cilindro (Ir | <N 21, e<1<u 
para ciorto » € (0, 1/2). Valiéndonos «e la fórmula 
obtenemos 


, 
e Ostrogradski, 











Voz ula DU G—=r 9d 

$ melo 

= | are pd 
= f ue ninos i—od+ 
mr 


+[a ua, Dilo) O Gx, 1 dr+ 
4 miles 


+2 | de Vale, Vis (9 U G—=z. dom 
A nc 
= lu r—o lua Dd 
paró 


> ufo e) ina) U iz. 10) dr 
EN 





-2 fa ulz, )Vin(a)- VU G—z, 11) dem 
Eneas 


lost tl (8) 





Posomos en la igualdad (3) al límite, primero para N=+00, y 
luego, para e=> +0. 

Dado que para todo N==f, 2,..., y todo (2 NE(O<E<Y 
En(2) La (2. 0] <Co- sup, 1Lu| (Lu es acotada en (0<1< 7), 


entonces, en virtud de (2), para todo ££(0, 1) 





Í [ix (2) Lu(z, DUG—==, 1—01dz<Co, sup, 1Zu(e, Dl. 
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Por consiguiente, según el teorema de Lebesguo tenemos 
lim lim $ de Ente) Lu(e, 1-UG—=x, 1—1dz= 


A 


del Lulz, NU E—==z Ode (6) 
As 

Puesto que para todo Me=1, 2, ... y todo (2 )EO<<Dx 
xEn(dute, Dl < Co- sup, Jutz, 19] (u es acotada en (0.<1<Z)l 
entonces para todo £E(0. 1) 


f litera, 0-UG—=a 0 de Cs gu, tute, Ml, 








de dondo 
lim | Eta OU Gr da 


Mis 


= | uta, 1—UG=z, de 
LS 
y 
lo EwlaJu(a e UG—=x, dem 
ON 
= | uta, NU Gx. ie) dí. 
Mos, la foneión u (z, £) os continua y acotada en (0 <£ < 1), por 
esta" razón 


loa Lian Le, uf ula o U bz er 
a $ 


eL lin | 1842 VEn 10) 
Gta]: (42V En rta, 


06 0d] erre o 


lam la | (2, QUE—z, de. (6) 
pl cb 
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Puesto que para todo N=1,2.... y todo (x,€ 
E(0<I< A | uz, 1) Aly (2) 1< Co LA |u(z, t)j, entonces, para 
T) 


todo t£(0, 7) 


$ Ju(e, 1) A5y(2)-U(6—x,1—1)|d2<C, sup jul. 
Pa (0<t<1) 
Por consiguiente 
lim lim |Za, e, |< 
20 Nero 
1-2 
< lim lim j di | Ju tz, 1) Afy (2) U (Ex, 1—1)|da< 
EA Nalxlen+t 
1-e E 
<C, lím | dlim | [u(ÁDJUE—=i-9dr=0. (7) 
NA ina 
Examinemos, por fin, en (3) el sumando 7; 2 y. Puesto que 
para todo (%,t)E(0<t<T y todo N=1,2,... |Véy-ul< 
Ss lu(z, t)| entonces para cualquier 1€(0, 1) 


| lu(a,) Viv (9)-V0 G—z, 1—1)1d2<C, | lu(z, 119,0 1d2< 

En En 

ESE 

<C, sup lap $ lr—=81e * A 
IED 2) (2V 29)" 


=Cosuplel_ $ [Inle-In* ¿n= 


qn y ii 








'n 
donde €, es una constante que no depende de N. Por esto, 
lim lim Z¿, e, y =0. (8) 
e>0 Neoo 

De las correlaciones (3)—(8) se infiere la representación buscada 
de la función u. 

De este modo, resulta válida la siguiente afirmación. 

Si la función u (x, t) pertenece a CA (USIZMNCO< 
<T) y es acotada en (U<t<T), mientras que la función Lu es 
también acotada en (0 <t<T), entonces para cualquier punto (a, t) 
de (0 <t< T) tiene lugar la siguiente igualdad 
ula, y= | u(8,0,0 (25,1) de+ 


Ha 


Ñ 
+fd ' Lu DUE td. (9) 


D Rin 
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Empleando la representación (9), establezcamos varias propio- 
Ando de ls soluciones de la ecuación de la conducción de cal. 

rnomraa +. SE la función u (z, 1) pertenece a (53 (Q) y Lu su us — 
— Au = 0en 0, donde a es un dominio del espacto (n-+ 1)-dimensio- 
nal Bn, entonces u (2,1) € C= (Q). y la función u (z, 1%), stendo fun- 
ción de las variables 35, ». ., zu, es analítica en Q [| (£ == 1%), cual. 
Quiera que sea 1%. 

Soa (2, 1) un punto arbitrario de Q. Vamos a suponer que (* > 
> 0 (lo quo siempre se puede lograr trasladando ol origen de coorde- 
adas). Tomomos tal 6 =8 (2%, 4%) > 0 que el cilindro 


Oe, 0,6 (17—21<20, 111] <26) E ON (1>0), y sen E(2, 1) 


una función indofinidamente diferenciable en Ry, que es igual 
a la unidad on Oj p ¿(22 8, li PI 8) y 08 nula 
fuora do Qjs, jo, ap» En estos circunstancias, la función (2, 1), igual 
a u(e0) Eleb on O. a, za y mula fuera de Qu, 

a O<I<TINCOSIST) para 7>0+2b, es ne 
(0<t<T), coincido en Qz, y, y 200 la función u (2, 1) y (2, 0) 
además, la función £ (Tx, £)) es acotada on (O<1t<7) y L()=0 
cuando” (2,DE O 20 Y cuando (EII Oo e q 
En vista de (9), para todos los puntos (<, )€Q,o, a, 4 tenen 
























, 
ua a A 
ES 








A 
jaj a 


Po cra 
OS 
De esta representación se deduce inmediatamente que u (2, 1) € 


£C” (Q..ra). De esta manera, la primera afirmación del teorema 
dl. 19) es un punto arbitrario del dominio Q) queda demostrada 


se CAP. VI BOUACIONES PARABOLICAS 


Mostremos ahora que la función 





- j Ar VR 0) 


dados! dominio D,= (12% E 128 201 <A> (UE 

PIO tico on cierto entorno del 
ca pao oo ¡emos en el espacio (3n =+ 1)> 
(real) Zas, de variables 7, y, E, (2 = (20 ¿00 ndo 
Yoo a E Fa) "on dominio Dj (Jm 
— 218%, (Y IS AE ED) y ma función de valores 
complejos, dada on D, 











= Jon 
Clay Es 1) e 








¡E 


Indíquemos que cuando y=0, la función G coincide (pora 
¡2 21<8/4, (E. )€D) con el intogrando en (10), 

La función G y sus derivadas Cs, y Gp,» kl, ..., n perto- 
necon, evidentemente, a CD fr=8)) (aquí. (1=1%)=(x€ Ra. 
Don, domo ro). Ecsminonos Da futclonas 0,7 O, 
k=1,.....n, en el subdominio D; =(|z—="|<8/4, (etcsA: 
$</jt-25<2, P—6<1<0) del dominio D,. Puesto quo en 
Di AS A la 
Si P|-[9=21>36/4 y [y[<6%. entonces, para todos 
Puntos (x, y, E. 1) de Dí 








Es 
16< Le A, 
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ina 
E 


ny 








donde go= máx |g Emb 
2.0 
Por consiguiente, las funciones G, Gays Cy kn, 2 0009 Ma 
portonecon a C(D;) (G (2, y. E, 1) =Ga, (2, Y, En 19) = Cy (2, y, Es o 
==0, kof, ..., 1) y, consecuentemente, portenecon a C(D)). 
Adomás, como la función G es analítica se cada una do las 





variables =n + iy (para cualquier Y < 1%, entonces, 
ara todo d km satisfaco en D, la condición de Cauchy— 
lomann 


(ReC)», =(Im6)yy> — (BeG)y, = (IMG), 
Así pues la función de valores complejos 
Paya 


[Arton e més 
» 


62 sontiacamente diteraciable sn ol domiato Y = (Je =*1< 
ata, Ly 15 8/4 del espacio Faz, con la particularidad de que 
todo (z, y) € V y para cualquier kk =4, om 


(Re P)ay = in Pos Be Fo — 0 Fe 


Por eso, para todo punto (2 y) del dominio Y la fu 
F Ele Vs Mi . 

PTA 
+iya on ol punto lúh, Ed 0.0 o 
Es fácil mostrar *) quo en este caso F(z, y) es una función analí- 
tica de n variables complejas x1-+1Ya, + +. Za-e 4yn on el dominio Y. 
Y como, para | —2"|<6b la función P (2. 0) coincido con la función 
quo estudiamos uz. £*), la afirmación del teorema queda demostrada. 

voservaciós. Una función u (z, £) que on cierto dominio Q del 
espacio Ray, satisface a lo scunción homogénea de la conducción 
de calor, no tiene que ser obligatoriamente analítica respecto do £. 





¿Soma 0 





¡ón 






















:) Vézmeo, por ejemplo, Y. 5. Viediziros, Métodos dela tegía de fans 
nos de varias variables ¿om pág. 42,0 B. Y. Shabas, 
<ntroducción al análisis complejo», eNadkas. 1808, pág: E73 (cu ruso). 
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MA 

Por ejemplo, la función u(z 0, igual o 12% 4 para 
La] >1, £>0, y nula para [2 1>4, 1 <0, satisface en (2 1> 
> 1, — 00 <1< 00) la ecuación (14), sin embargo no es analítico 
PDAs dee ore, 9 peca, 6” (21571, 200 
<) 

2. Problema de Cauchy para la ecuación de la conducción de calor, 
Una función u (2, %). perteneciente al espacio 4 (0<1<7)N 
N.C(O<!< ), se denomina solución (clásica) del problema de 
Cauchy para la ecuación (1), si en (0 < 1 < 7) ella satisface Ja ecun- 
ción (1), y para £ =0 satisface también la condición unicial 

lia =9(2), a 
dondo f(x, 1) y e (2) son funciones dadas. 

Demosiromos, anto todo, el siguiente teorema de wnicidad. 

“soma 3, El problema de Cauchy (1), (14) no puede tener más 
de una solución clásica acotada en (0<1<T). 

Supongamos que ua (2, 1) y us (2, 1) son dos soluciones clásicas 
del problema (1), (11) acotadas en (0<1< 7). En esto caso, la 
función u == uy — ua Será la solución, acotada cu (0<1< 7), de 
la ecuación homogónea de la conducción de calor (14) que satisface 
a condición inicial homogénea 

limo =0 1) 


Po consiguiente, paca la función u en la banda (0<1<7) 
es válida la representación (9), obtenida en el punto precodonte, de 
la cunl so deduco inmediatamente que u == 0en (0<1<7). El 
teorema está demostrado. 
Designomos mediante 























(, == Mi (7), 0 > 0 ol conjunto de todas 
las funciones u (z, £) dadas en (0 <£< 7), con la particularidad 
de que para cada una do estas funciones existen unas constantes posi» 
tivas A! y a (dependientes de la propia función) tales qu 

Jute, Di<4etr" para todo (NESST). 

Está claro que el conjunto M, lineal cualquiera que 
sea a >0, siendo, para o.<a%, .:; Ma es el conjunto de 
todas Ías fincionos acotadas en (0 <£<T), y M, es el conjunto 
de todas las funciones para cada una de las cuales existen unas cons» 
tantes positivas A y a tales que 

|u(=,191<4e =P (2 
para todos los (2. 9 € (0<t<T). 

“En el teorema se establece la unicidad de la solución del problema 
de Couchy (1), (11) en el conjunto de funciones acotadas My. La 
unicidad de solución tiene lugar, en cealidad, también en Al, y, 
consecuentemente, en cualquier M,, 0 < o <2. A saber, tiene lu: 
gar la siguiente afirmación que hace el teorema 2 más general. 
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ds Fiona s. El problema de Cauchy (0), (19) no puedo tenr más 
una solución perteneciente a M4"). 
Para demostrar el teorema 2 necesitaremos en la siguiente afír- 
rosción auxiliar. ce pa 
TEMA 1. Supongamos que para un cierto 7 > 0 la función u (2, 
es en la banda (0 <t<T) una solución del problema (19), (110) y 
Satis/ace la tgualdad (12) con unas constantes a > 0 y A > 0. Entonces, 
u =0 en la banda (0<1< 7,) donde T, = min (7, 1/5 a). 
“Tomemos e >0 arbitrario y examinemos en (0 << 7,) dos 
funciones 





A 


Estas funciones pertenecen, evidontemente, a C*%(0<t<T)N 
ACIOSE< 7). Puesto que limo =0, para todo ER, 








yr 

m0) MT >, aa 

ya que Lu =0 en (0<t<T,), para todos los puntos (z, 1) € 
EOI <T,) resulta pide 

ue 

Ll) mt Ll) A LA E Te >0 (14) 

Sea (2, 1%) un punto arbitrario de la banda (0<t<7,) Elijo 

mos A > 0 tan grondo que el punto (2%, 1%) pertenorca al "cilindro 

MS a le an E 1) en la super. 

ficie lateral (|x| = R,0 << T,) de este cilindro sean positivas 

cairDlua>O, 0<t<T as 


(lo último slempro se puede lograr, puesto que ta lama 








len re ar ET 
OS 
> — Acció de (50) 7 e +00 cuando R=»+00). 
Pomostromos, ahora que si una, función wz, porten a 
EUA SA 0<I< ROCA 0<1<Ti)) y sntistaco 
las condiciones 


wz, 0)>0 cuando |r]<R, 13) 
Lw(x,9>0 en ([z[<R, 0<t<T) (14) 

y 
Whizi=n>0 paro 0<t< Ti (15 





=y Se puedo mostrar que, siendo 9 > 2 cualquiera, la solución del proble- 
sa (), (Ub en el conjunto Mo mo es la única. > 


ES CAP VI, ECUACIONES PARABOLICAS: 


entonces 

1e(2.)>0 para todo (NEIRA, OST). (10) 

Supongamos, al contrario, que ea (Jz1<R, 0<1<T) 

existe un punto (z”, 1”) tal que 1 (x, 1) < 0. Designemos con (2%, 

£) un punto de (1= |< R,0<+£< 1), donde la función w (2, $ 

(ota DECUÍTIER DEV) leona su mínimo, es 

lcir, 
wir, Ej de a D<Gwir,1)<0. 

En virtud de (13) y (15) (£-M)E(Je[<R, En, 

ñ 1 d 

(£,U)EJa| <A, 0<1<1), entonces E-0 0 y => 

>0, i=1,.... n, de donde se infiere que Zw(2",1)50, lo que 
contradico a (14). Si (F,ME(IISR, t=0). 

y 2 > 0, tmty..., 1, de dondo so infiero que 


Lita”, 1)<0, lo que de nuevo contradice a (14). Do esto modo 
queda demostrada la desigualdad (167. 
Puesto que las funciones 10 «+ (z, £) satisfacen, en virtud de (13) 
(15), las condiciones (13)—(15'), para todo (2, YE ([21<R, 
< £< T,) tienen lugar las desigualdades 1 + (z, £) >0, de donde 


proviene que to e (22, (6) >0, es deci 
rey 
Jue se (+ er). 


£2>0 y el punto (2%, 19), de la última di 
ua 00 en (0<1<7,). El loma está 




















Por sor arbitrari 








PMOSrIatOS AHORA E IRONIA . Sean u, (2, 1) y us (e, 1) dos 
soluciones en (0<t< 7) del problema (1). (11), porteneciontos a 
Mo. Entonces, su diferencia 1 = 1, — uz es on (O<t<7) la 
solución dol problema (1), (114) y satistace para todo (2, 1) E (0 < 
<!<T), la desigualdad (12) con ciertos constantes 4 >0 y 
2>0. sta del 4, u(x, 1) =0 en (0<1<7,), donde 
Ty = min (T, E). SI Y, = 7, la afirmación del teorema queda de- 
mostrada. 

doo Ti Í<T, En esta coo, como la función 22,0) es 


continua en (0<t< 7), al ¿ =0. Por cso, la función v(x, t)= 
2 

















=u(, t+=z) es en la banda (0<t<7—) la solución del 
problema (da) (11o) y satisface eu esta banda la desigualdad (12). 
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Conformo al lema 4, víz.9=0 en (O<t<T4), donde Tam 
ia (IE). de dont se desprende que (2. 9)=0 on 
[o<i<T4h). 5 Te g<T (en esto caso. Tema), 
ontonces. repitiendo los mismos remoamientos. Mogamos a que 
ute, )=00n (0<t<2-H7+T5) donde T3=win (T—= + 35), 
ote. Renlizados um número finito do pasos, obtevemos que u=0 
sn (0<+<7). El teorema queda domostrado. 

Pasemos ahora a la demostración del teorema de existencia de la 
solución del de Cauchy (1), (10). Del punto anterior se 
“deduce que sl la solución, acotada en (0<1=<T), del problema 
(1), (14) <on una función f(z, 1) acotada en (0 <1<7) existe, ello 
kióno la. forwa 


ute) 00 (UA IE DR 17 
Ta 








, lo demostración do la existencia do la solución se reduce, 
¿quellas condiciones para las fun= 
ciones y y f, en lus cuales la función u (2, 1), prefijada mediante la 
Tórraula (47), es la solución clásica del problema (1), (11). 
Designomos con Bt). y B(0<t<T) los espacios de Bansch 
de las funciones, continuas y acotadas ón FR, 0. respeotivamonto, 
om la banda (O<t<T), cuya norma por expresión 


tone y 
Morla E > Dd 
Nolla = ¿up 1060) y lacio, gut, , 1650 0 


vreouaa 3. St q (2) pertenece a B (4) y las funciones f(x, 1 y 
hey Ús Dn E = 1, oa Ma pertenecen a B (0 < 1< T), entonces exile 
la solución eláscau (1) del problema (1), (1) que pertenece a D(0< 
<< T) y que se define por la fórmula (47); con ello, 

Mulinocen <lllms) +T UM toro us) 

El teorema 3 se pone de manifiesto inmediatamente de las dos 
afirmaciones siguientes. 

tExa 2. Cuando y EB (Ra), la función 


ta 9 [rosana (19) 


Por 
naturalmente, a la búsqueda di 


















es la solución clásica del problema de Cauchy (14), (1%) en el semies- 
Pacio ft >0); además, para todo x € Ti, t >, lienen lugar las de- 
sigualdades 

ini (Sp ta. 20 


EN CAP VI ECUACIONES PAMAÑOLICAS 


rama 3. SE] Y fap Edy +. 2 pertenecen a B(O<1<T), 
da función 


| DL IDO (NES. 


es 
pertenece a 18 (0 < £ < T) y es la solución clásica del problema de Caur 
hy (1). (114) en la banda (0<1 <P): en este caso 
Mula ST MY locos 7 (22 
bexosrnación veu exa 2, Para demostrar ol lema 2, es suficiente 
establocor las siguientes propiedades de la función u, (2, /): 
4) 1 ECU (>0) y Zi 0 en (>0), 
Y) para la función uy se veriicn as desipidados (20) 
€) la función u, pertoneco al espacio C (1 >0) y satisface la 
condición inicial (44) 
"Tomemos los números arbitrarios 8 y Ty, 0<8< Ty: Puesto 
que para todo z € Ry, $ € Ray £ € 18, 7,) conlesquiera que s0on a 














ml a PO md. MERO 
1d Jaro: 
[Govea oca ute A, 
donde —Cap(d) son ciertas constantes positivas, entonces, la 





función u, (2, ) EC" (B<t<T,), con la particularidad de que 
2 pa, Ld 7 
a Dónta. 9. [00 RICOS 


Ya que la función U(z— E, f satistoce en la honda (8.<1< 
<T;) (cogón (e, 0) la ecuación (a), entonces la ecuación (1) será 
tislocha en dicha banda también por la función u, (7, 1). Por con 
jente, por ser arbitrarios los nimeros 8.>0 y'1, >Ó, da fune 
ción un (2. 1) posee a propiedad a). 
Pubsto que la fanción Ú es no negativo, entonces, de acuerdo con 
(2), pora todo = € fa y £ > O tenemos las desigualdades 


(e 0< [U—50(39 40) ql. 
ES Ea 














1 (0> $ U(2—E, D(int E) dminl q (0). 
el enn ES 


De estomodo queda demostrada la propriedad »). 
"Pasemos a la demostración de la propiedad c). Tomemos un punto 
arbitrario 2%€ A, y mostremos que lim w, (2, )=4 (2). En vista de (2) 
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para cualesquiera (=, £) € (£ > 0) y para todo 8 > 0 tenemos 
PS ao | UE DOO—P 2) 


= | UNA 
¡imires 
+ | 0-00) Eta (09 
nos 
Por sor q continua en el punto 2”, cualquier e > 0 existe un 
8 > 0 (tomémoslo en la igunlda: aya que ep (A)1< 
< 8/2, siempre que |E—*1<58. esto, 


Mas, S VENAS [U6=E08=e2 (0 
102 % 
Sor 2 8/2 entonces, —2]>8 tem —El= 
pl rd ir cl 


tí A ES 
rios EV 


AS pa 
IS 











lus 


eo tes . 
O TN disacomste” FT Ge2 (25) 
PS 


SV) 





lo suficiontomente pequeño, Así 
todos los puntos (2, 1) del 
Semiespacio (£>0), para los cuales |=— 2 ]* + £< min (8%, 
Bl Tm (o 0002) 1< e El loma está demostrado: 
DEMOSPRACION nit LIMA 3. Representomos la función uy (2, 1) 
(véase (24) ) en la forma 





L£/(0, 89 para 
pus de 1) <6) obte 





ula ale [ente VT=, ná (6 
de 
(e DEO<I<T). 

Para demostrar el lema es suficiente comprobar que 

1) ua (2, HECIOSI— 7), us (z, 0) =0, 

b) tiene lugar la desigualdad a 

(a DECNOSIST) y Lu =J en (0<i<T) 
armo 
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Dado que la función f (z, 1) es acotada en (0 <1< 7), entonces 
VI, Seal limioctmo 

y, por tanto (/ es continua), la función 
A ES 





es continua y acotada on el conjunto (xE Ry, O<L<T, 010 
y E(m tt 0=I(0, jeta te di<i8/loocior- Por esta causa, 





gl, tar portenece a C(USI<T) 








mostradas. 
ión f (z, ) tiene en (0 < 1 < T) las derivadas con= 
tinuas Za (2, D, dd, +0, My ILL DOS |< const en (0 < 
<t< 7), la función gx, £, 7) tieno las derivadas continuas 
En td, my en el conjunto (ER, O<t<T, 
0:< 1 < 1). Por lo tanto, la función us (z, 1) tieno en (0. <£<T) 
las derivadas continuas do, (2, 1), € », con la particulari- 
dad de que 














Uan (2 1) $ del en (+ VTA, Dd 
3 he 





Sm Aa, 0 


pa a E , 
lA MARE ds tt 
en 
Puesto que para todo j=f, .... 2 
[ene (2 EVI", OS Ele0 fa loco 


entonces las funciones | 0057 (42% Y T=7, 9h 
de 


tienen primeras derivadas respecto a todo xy, . -.; za que son 
continuas y acotadas en el conjunto (z € R+,0<1<T,0<1<!). 
En esto caso, de (27) se desprende que la función wz (2, 1) tiene todas 
las derivadas respecto a Z;, - - -, Zn hasta el segundo orden inclusivo, 
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Continnas en (0. <1< 7). Además, 


au 0 | 





J ene Ef, (04 2E/ TT, db 
SS e 
Luego, para los puntos arbitrarios (z, 1) y (x, £ + Af), At >0, per- 
tenocióntes a (0<t<T). 

ál E(=. 14 At, 1) d+ 


glas 14AN tl 


lata bean e to 2 
+ 2 





de=I, (80 +1:(80. (29) 


Dado que en ol segmento l£, £ + A] la función g (2, £-+ Af, 1) 08 
Continua respecto a 5, /, (AD) =£ (2, + Al, £ + 0A£) dondo dm 
=0 (7, 1, AD, 0-0 21. Por consiguiento, 


¿Him (00 =k (2 L 0 =/ (0 0). 





Puesto que la función / tíone derivadas respecto a x, 
continuas y acotadas en (0<£< 7), la función y (2, 
on (ER 0<I<T,0<t<1) una derivada contini 





A 
ña 


= 





Entonces 





siendo 14 (s,£. 1) [consu T 


Late cea poste IT ta (0 nld< 


<com y Tx, 


<a 





Por esto, en vírtud dol teorema de Lebesgue, 
lim (89 = 


-+| je Funtere 


Do (28)--(31) se deduce que 


im, A la, 4 Bulls (82) 








A (3) 





25. 


ES CAP VE ECUACIONES PARABOLICAS 
Análogamento se demuestra que 
im Sal 10 0 lima | tt a 


aro ao 





+ Jim | SELEMD O e (a, 0) Maz, 0 (32) 


Por consigalonte, la función ua (o) igno una Jorivada respecto 
Que es continua en (0 <4 <P) iguala / + Aa. El loma está 
lomostrado. 
En el toorema 3 homos establecido la existencia de una solución 
clásica del problema de Cauchy (1), (11) con cualesquiera p de 











C (Ry) y f de C(0<t<T) acotadas para las cuales son continas 
y neota. (0 <E< T) todas las derivadas de primer orden ros- 
toa las y a qué el pro- 





rabos espaciales. Surga la pregunta 
de Cauchy (1), (11) sea resolmblo, no será suficionto suponer 
quo ln función Fsólo sox contínua y acotada? La condición de que la 
función tonga derivadas (continuas) respecto a las variables espací 

los es, realmento, elevada: se puede demostrar que el problema (1), 
(11) so rosuelvo sólo suponiendo quo la función f (x, £) (continma y 











acotada) satisface, en lo quo so rofíere a las variables espaciales, la 
condición do Hólder, es decir, para todo punto (x, $) de (9<+<7) 
pxíston constantes A/ 0, a >> 0 (dependientes de esto punto) tr 


que Ito 0 EG LM 1 z 5, cualesquiera que son 
ER. Sin embargo, si la función / es sólo continua (y acotada) on 
(0 << 7), el problema (1), (11) puedo no toner solución (clásica), 
lo que muestra ol ejemplo, que sigue. 

o E, 5 (2 ) una función arbitraria indefinidamente dierone 
ciablo on Ras igual a 1 para [2 /<1/2 y nula para [2 | >3/4. 
Examinemos ol siguiente problema de Cauchy: 


Lui — Au fa(2), (89) 
tina 002) 160) 





ondo 
o TS 
E 
— (lala 72) 4 (2130 E (21) (In 12040, 


warm] 219%. 


$ 1. PROPIEDADES DE LAS SOLUCIONES DE LA ECUACION DE CALOR 480 


Ta función fo (2) € C (A) N C* (| 1>0)es iguala coro cuando 
1z [> 3/4 y, por lo tanto, es acotada an Z,. La función Inicial 
yo (2) EC* (R,) N C” (12 1>0) es igual a cero cuendo | | > 3/4 
y: consecuentomento, es acoíada en A. Se comprueba diroctamento 
(compároso con el ejemplo correspondiente para la ecuación de Pos» 
son, cap. 1V, $3, p. 3) que la función acotada u (2, /) ez qa (2) (ésta 
no depende de 1) satisfoco, pora | x | > 0, la ecuación 93. Además, 
la función u (2, /) satisface, evidentemento, la condición inicial (34). 

No obstante, no existe ningún 7 >0 para el cuel la función 
u(e, ez g.(x) pertenezca sl espacio C*(0<!<?7), puesto que, 
por ejemplo, Mín Us (2, 1)= ao. Por consiguiente, esta. función 
no es la solución del problema (33), (34). 

Demostromos quo el problema (33). (34) no tone, en absoluto, 
solución en munguns banda (0<t< 7). Supongamos, al contrario. 
que para cierto 7>0 la solución v(z, 1) del problema (83), (34) 
existe en lo banda (0<1< 7). En esto caso, la función t0(2, fm 
mula )—o(z, 1) = ql) —v(x, DEC (J21>0, 0<1< 7) 
y satistace en el conjunto (]z|>0, 0<t=< 7) la ccuación homo- 
ónea de la conducción de calor (14). Además, dado que g.€C*(Ry), 
tf. 0 EC TIA T) Do eno modo io OE (OSI, 
TASI< TINCOUZiC1, 7/2<1< 1) y 10 —A109=0 para todos 
los puntos (zx, 1) de (O<[z|<I. T2<t<N 

Mostremos que en estas circunstoncias la función 1(2, £) debo 
portonecor al espacio C%! (|x| <1, 7/2<1<7)) lo que no puedo 
tener lugar, ya que la función EC” (|x| <1, T/2<1< T), 
y ln función u(z, qu (2) ECU (ZA, 7/2<1< 7). 

Así pues, son io (2, DECO |z1<A, TESEI) 
QS UIzI<L TESI<T) y Lo =0 mm 0114 
1/2 <1<T). Mostremos que w(z DEC (la 14, 12< 

1< T)). La demostración de esta afirmación repito en cierto 
tido razonamientos aplicado enel p. A, al establcer la rpre- 
tación (0). 

Tomemos un punto arbitrario (E, Y) de (0<|z1<1, T/2< 
<1<T) y e arbitrario, e €(0, +— 7/2). En el conjunto (0< 
<lxi<4, T2<t<t) tieno lugar la igualdad 
































(ote, DU Ga, 10) +3) (0, 
=Ub—z, 1) Li(z, O—vw(z, 0) %5, Y Ez. 1—1)=0. 








Integremos esta igualdad respecto de (8<|z1<1, 1/2< 
<1<1—e), dondo 0 es un número arbitrario del intervalo (0, | 1). 





EN CAP YI ECUACIONES PARADOLACAS 
Valióadoso de la fórmula de Ostrogradski, obtenemos 


| ml iz dr 

eat 
= j ma TRUE=2 172) dr— 
aci 


ja xi wa 9 


=Í a [ (rota 0 6—a, 10) 05. 
ha ia 

hotlictla o (35) 

Pasemos en (35) al límite, primero para ¿0 y luego para 


5-»0. Tomemos arbitrariamente By. 0<8,< min (1 — |El, 
LE 1— 8). Entonces 





EDU a, 10) 5, 


wz, 1) U Gx, 0) des 
asta 


dr 





- f ws, e Uh. 
telas 


+ Á wz, 1) U 2, 6) dz. 
tapada 


Puesto que en el conjunto (B<|-¡<1)M(0<|=—E/) 
(of, JU G—z, )iimax jur. op ( 1) av zo, 


entonces para e» 0 wz, 1—e)U (2,0) dr=0. 


lso 





Por 0s0, 
lím we, 1—e)U Ex, e) dz 
Ed 
lím 1] w(z, +0) U (Ez, e) da 
E it 
lim SJ oR+2VE —octta=wt 


EA 


$2. PROBLEMAS suxrOS. EN 
y, por consiguiente, 


lmlim | ot 1—)06-xdd=w"G, 0. (60 
RN 


Luego, evidentemento, 
AS 5 w(z, 1/20 (62, *—T/2) de, en 


tt as] (v0.0 tE uma 


EDO a, 109) d82 (38) 


y como wEC!(|e|<1. 7/2<:<1) tenemos 


lim .. (30) 





Do las correlaciones (35)—(39) se deduce que para todo punto 
(a 1 do (O< Is |<1, 7/2 <1<T) tieno lugar la igualdad 


wd | TD TAR 


fas 


(e, Dia e pe 
. 





A —0)áñ 





1 inmediatamento so desprendo que to portoneco a 
€ (Jal < 1, 7/2<1< T) y, con mayor razón, a 0% (| |< 
<1, 7 <t<T). La afirmación está demostrado. 


$ 2. Problemas mixtos 


4. Unicidad de la solución. Sea D un dominio acotado n-dimen= 
sional del espacio A, (r = (2 + » -; 2a)es un punto de asto espacio). 
Dol mismo modo que para los problemas mixtos de los ¡ones 
Hiperbólicas, oxaminomos en el espacio (n-+ 1)-dimensional 

+ 5o) un cilindro acotado Qr = (2 € 
ira T>0, y sen Py la superticio lateral do 















Tr=(2€0D, 0<t<T), y Dis YEl0, T] un conjunto (r€D, 
tax), en particular, Dam (z€D, 1==0) es lo base inferior del 
cilindro (7, mientras que D¿=(2€D, t=7), su base superior. 








EN CAP. VI ECUACIONES PARADOLICAS. 


Consideremos en el cilindro Q7, para cierto 7>0, una ocua- 
ción parabólica Loa 


Lu; — div (£ (2) Vu) +0 (2) u=/ (2, 1). (mM 


dondo K(2)EC*(Qr). a(2) EC (Qs), k(2) >ko= const >0. 
La función u(z, £), que pertenece al espacio C**(Q)NC(QrU 
y U Dy)* y que sutisíace en Qy la ecuación (1), en Do la con- 


ón anta 
Ml plz). a 
y on Fz, la condición limito 
ulr, 
so llama solución clásica del primer problema misto para la ecua- 
ción (1). 
La función u(z, £) que pertenece al espacio C**(Qr)NC(OrU 


UT-UD)NC'*(OrUTy) y que satisface en Qy la ecuación (1), 
en D, la condición inicial (2), y en Ty la condición límite 


(Bot) |, mx 


¿ondo a (2) 08 una función continus on Ty, se llama tolución clésca 
del tercer problema mízto para la ecuación (1). 
Cuando a == 0, ol tercer problema mixto lleva el nombro de segun- 
do problema mixto. 
luesto que el caso de las condiciones límites no homogénes: 
xeduce fácilmente al de condiciones límites homogéneas, en lo sucesivo 
considoraromos las siguientes condiciones límites homogéneas 











AmO 0) 
y E Ñ 

Brood), 0% 0 

Convengamos en considerar que el coeficiente a (2) en la ecuación 

(1) es'no negativo en Or, y la función a (2) en la condición límito (4) 





«s no negativa en Ty. 
ema 1. Sea A 1) E Ls (Qr) y sea u (z, 1) una solución clásica 
del larcero segundo) problema mizto (1), (2), (4) o la solución cl 
mecinte e CN de Fx), del primer problema mizto (1)—(3). 
ca 0 III 
Tomemos arbitrariamente TE (0, 7) y e€(0, x). La igualdad (1), 
multiplicada por u, la integramos en el cilindro Qs, «=(=€D, 


olinición de LA vaca on lp. $e $T, cap. 11 
px le qmaios Co rs An 














e espacios "0 (07) montos han sido 
da 2,470 DO ME 





$2 PROBLEMAS MIXTOS ES 


e<1<1). Puesto que en Qr tienen Jugor las corelaciones: 104 = 
lo div (Yu) — diva) — IV Ry 
div (kuYu) me fu — au? — ke] Yu P€ Lx(Q4, «). entonces, conformo a la 
fórmula de Ostrogradski, tenemos 
+1 ak d+ S k|vupdsdt+ | atdzdt— 
De e 
— $ tudh ds dto i] fudedt, 
Pe le 

dondo Fw, = (2 € 0D, e <t<v), Do aquí, cuando u(z, ) 05 
la solución del primer problema mixto, 
ue ute $ mivuraras 





+ | autdzdi= | fudedt; 
es e 
cuando u(x, 1) os la solución dol tercero (sogundo) probloma mixto 


+ da | uta $ Elvuparae+ f arardt+ 


A or e. 
+ j todSdt= | fudzdr. 
o EA o 
Even f iverarah ies 
CA 





a 5 k(a)lVupdadi<$ | unde+ Hitujdzas 
e ee o 





Í 18 dz+ iu llo, y l/leace po 





Pasomos on esta desigualdad al límito para e=> 0. Como resultado, 


obtenemos 


7 “a <ploltco+ lle les o 


ho Ivupazdt <= Lolo Hilo Moor (6) 
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Tomemos arbitrariamente £ € (0, 7) e integromos la desigualdad 
43) respecto de T E(0, 0) 


5 wdzd<TUolizo +27 luli leo 
<Tlollao +27 Mio) ++ Uullao po 
de donde se doduco que para cualquier £€(0, 7) 
Nules <27 Ho lao + ST hop loo = 
Por consiguiente. u€ La(Qr) y 
Fulop SC m 
Entonces, de (6) Lenemos 
DIV illsoys Saz Mello, + $ M/eopo 


pura suntastor 1 £0, 7). Por consiguiente, [Yu 1 La (00) El 
loma está demostrado. 

onsemvaciox. De las desigualdados (5) y (7) so deduco inmediata 
mente que para la solución clásica del torcero (segundo) problema 
mixto (1), (2). (4) y para la solución clásica, pertenecionto a 
£3.(Qr U Ts), del prime problema mixto tono iuar la sigionto 
acotación 








Mullixo¿<Ci TEO, 7), (8) 
«ondo la constante C, sólo dependo de 7, llollixo, Y 1/liaop- 


Son u la solución clásica del tercero (segundo) problema mixto 
(4), (2), (4) ola solución clásica del primer problema mixto (1) (9), 
peronacanto a 034 (Os 1) Te), con la paricuaridad do, que la 
unción f(z, 1) € La (0). Mullipliquemos (1) por una función arbi- 
Yraria v (2, 1) que pertenece a C* (Oy) y que satisfaco Ja condición 


vlo,=0 (0) 


 integromos la igualdad obtenida en el cilindro O, , donde 1 es un 
húmero arbitrario de (0, 7) y e, un número arbitrario de (0, 1). Se- 
ón la fórmula de Ostrogradski obtenemos 


$ (uo + kvuyo +auy)dzdi— | ho FhdSdt4 
DN r, 








+ [pude wode+ | fudzdt (10) 


De 
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Si u es la solución del primer problema mixto, adicionalmente su- 
pondremos que 
vir =0. (1) 
En este caso la igualdad (10) tomará la forma 
| und kvuvo + au) dede +4 suda] wodz4 | /odxdt 
lar e 
(10) 


Si u es la solución del tercero (segundo) problema mixto, la igualdad 
(6) tiene por expresión 


S Cecrimretmáed 4. ei E nda 


id j toazar. (10) 


2A 
En virtud del loma 1,u € /0*9(0+) y, por lo tanto (véaso $ 7, cap. 11D, 
144 1 € La (Py). Teniendo en cuenta (5) y (9), pasemos en las igual: 
dades (10) y (107 al límite para e—0 y r=>7. Do rovllas 
obtenomos las afirmaciones siguientes. 

La sólución clásica u(z, meciente a, 0%. (Qr U Er), del 
primer problema mizto satisface la identidad Integra 


¿ (vw, + K0uQo + au) de de fate] fodad (12) 
para todas las v de C! (Or) que satisfacon las condiciones (9) y (11), 
y, por consiguiente, también para todas las 1 de H* (Qy) que satisfacen: 
las mismas condiciones (9) y (11). 
La solución elásica u (z, () del tercero (segundo, cuando a == 0) 
problema mixto satisface la identidad integral 


Í art rouvo+ auupdcde+ | houc dS dt 











- Í qudr+ Al fodrdt. — (13) 
para todas las v de C! (),) que años la calló (8). y, por lo 
Zanto, también para todas las e de IP: (05) que satíslacen la misma 
condición (0) 

Emploando las identidades obtenidas, introduzcamos los conce 
os de Soluciones generalizadas de los problemas mixtos que se co 
sidoran. Vamos a suponer que f (2, DEL.(Qn y 9() EL: (O). 





206 CAP. VI, BOUACIONES PARABOLICAS 





), l setísaco 
las w (2, 1) de 





H* (07) que satisfacen las condiciones (9) y (14), 
La función u (2, 1), pertencciento al espacio 4119 (Q.), so Momo 
solución generalizada del tercero (segundo, cuando o = 0) problema 
imézto (1). (2), (4), sí satisface la jdentidad (13) para todas las v (7, 4) 
de 4 (Qr) que satisfacen la cotidición (9). 
Junto'con las soluciones clásicas y generalizadas do los problemas 
mixtos so puede introducir el concepto de solución en casi todo punto 


Sup. 
da función u (z, t) se llama solución en eta del primer problema 
mizto (1) —(3) o del tercero (segundo, si u = 0) lema mizto (1), 
(2), (4), si ella pertenece al espacio > satisface, para casi todo 
(z, t) € Qr, la ecuación (1), la condición inicial (2) y una de las con- 
icionos Jíimites (3) o, respectiva . 

Ya hemos mostrado más arriba que la solución clásica del tercoro 
(segundo) problema mixto (1), (2), (4) y la solución clásica del pri 
mor problema mixto (1) (9), pertoneciento a C%8 (0; U Te), son 
soluciones generalizadas de los problemas mixtos correspondientes, 
Do una manora análoga se demuestra que la solución en c.t.p. del 
Dare sogundo o tercero problema mixto es la solución generaliza- 

la del problema correspondiente. Es también Sácil establecer que sí 
la solución generalizada del Eq problema mixto (1)—(3) o del 
tercero (segundo) problema mixto (1) (2), (9) pertenece a 1% (05), 
es la solución en c.t.p. de este problema; si la solución gencralizada 
5n cl caso dol probitina (1) (3) pertenece a (ON NC (Or 
U Fr U Ds), y en ol caso del problema (1), (2), (4) a C** (Q7) 
N C(Q7 U Tr UD) N C** (07 U Ty), entonces será la solución 

clásico (compárese con ol p. $ 2, cap. V, donde están de 
demostraciones de las afirmaciones correspondientes para. las solu 
¿clones de los problemas mixtos relacionados a la ecuación hiperbó- 


Mco). 
Basñtamos sñámás, que la solución genocaliad 
imisto para la ecuación parabólica, al gu solución clásica 
y la solución en c.t.p. poseo la siguiente propiedad: sí u (2, 1) os una 
solución generalizada del probloma mirto (1)—(3) o del problems 
(: (2, (8) en el cilindro Ge, será también la solución 
lel problema correspondiente en el cilindro Or, cualg 
, 0< T'< T. Lo demostración de esta afirmación 
la de la afirmación correspondiente para las soluciones de Jos problo- 
1uas mixtos para una ecuación hiperbólica. 
Demos a conocer, ahora, los teoremas de unicidad de las solucio- 
mes do Jos problemas mixto, A 
TEOREMA +. El primer problema mizto (1)—(3) no puede tener más 
de una solución generalizado. 



































do un problema 













$ 2. PRODLEMAS aeExTOS sm 


El tercero (segundo) problema mizto (1), (2, (8) no puede tener más 
de una solución generalizada. 

"Esto teorema so demuestra de igual modo que el de Ja unicidad de 
soluciones do los problemas mixios para una ecuación hiperbólica 
oie Y cala izadas del probl 

lean uy (o 0) y 4 (21 dos soluciones generalizadas dol problema 
(0-48) 0'del problema (1). (2), (4). En este caso, la función u = 
A 2 e será la solución generalizada del problomo correspondíen- 
lo pára 1.20 y q = 0, Hemos de mostrar quo u =0 en Qr- 

'Examinemos on Q; la Tone 





1 
vs, 1)= | uz, 0,30 
1 


Directamente so comprueba que la función v tiene on Qy deriva- 
das generalizadas 





Da 





1 
us (z, 040, 





Puesto que, obyiamento, las funciones v, vw y 2, 
pertenocon a Ls(Qr), entoncos vEH(Qy) Con ollo, v»=0, 





7 
vlep=) ul, dd, y, on porticular, si u es una solución gonorali- 


zada del primer problema mixto (1)—(8), eotonces fp.=0, 
Sustituyamos la función y on la identidad (12) (sí u os solución 
del primar (1) (5) o co da identidad (19) Gu es solución del 
probloma (1). (2). (4). Entonces, para el primor problema mixto 
Sbtenomos la Igunddad. 











r 
je. 1) + huía, 0) | Vulz, 8) d0—av(x, 1)w(z, )drdt=0 


(14) 
y Para ol tercoro (segundo) problema míxto, la igualdad 


r 
Í (re, DE vez 0-Í Vulz, 0) dI—avo) dede + 


T 
+ peut n | aa. Oran de=0. 14) 
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Puesto que (véase la demostración del teorema 1, p. 1, $ 2, cap. V) 


Í ku (2, o wat. 0) Wdzd=H | 4|f vaz dalia:>0, 
. 1 su 


; 
da(fuia na] aso 





[ton 0 | ui maras 
e 


j somdzd= —< justárao, 
e A 
entoncos, de (14) y (14') tenemos 


Í uz, dxdi<O. 


de donde se infiero que u == 0 en Qz. El teorema queda demostrado, 

Ya que la solución en e..p. del problema mixto (1)—(3) o del 
(1), (2), (4) os también solución generalizada del problema corres 
pondiente, del teorema 1 se deduco. 

ConoLAIo + El primer problema mizto (1)—(3) no puede tener más 
de una solución en e.t.p. 

El tercero (segundo) problema misto (1). (2), (4) no puede tener más 
de una solución en €-+-p. 

Del tooroma 1 se deduce, además, la afirmación síguiento, 

ConoLamio 2. El tercero (segundo) problema mixto (1), (2), (4) no 
puede tener más de una solución clásica, 

Efoctivamento, sean 1, y uz dos Soluciones clásicas del probloma 
(1), (2), (4). Entonces, la diferencia entre ellas será solución clásica 
(del problema (1), (2). (4) para q =0 y / =0 € La (Qr). Por con 
sigulónte, u, — uy es una Solución generalizada que, debido al teo 
roma Á, 08 Sual a cero. 

Establezcamos, ahora, el teoroma de unididad de la solución 
clásica dol primer problema mixto. 

TRonEMA 2. El primer problema clásico mixto (1)—(3) no puede 
tener más de una solución clásica, 

¡Sean uy y uz dos soluciones clásicas en el cilindro Qs del primer 
problema mixto (1)—(3). Entonces, la función u = 4 — 1 perto- 
naco a C* (Qs) NC (Or U Pr U Da). satistaco en Qr la ecuación 
homogénea 























Lu =u; — div (EV u) + au =0, 1) 
en T, la condición límite (3) y en D, la condición inicial homogénea 
slmo=0. eo 
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Mostremos que u (2, £) es igual a cero en Q, 

¿engames que esse un pate (1) 1 quo, 1) e 
0. Vamos a considerar que 4 (2%, 1) >0 (sl (2, 1 <0, en 
A O to ie 
se cumplen (a), (2) y 6) y —u (2. 1) >0). 


Designemos u (2, £*) mediante Af y examinemos la función 





A 
Señalomos ante todo que 
Lo=—¿h<0 para todo (x, £Qr. (15) 


Puesto que v € € (Q). existo en Ze un punto (2%, £') on el cval 
la función 0 (2, £) alcanza su valor máximo; con ello, como v (2%, 
1) = 4 (2%, 6) = M, entonces 0(2%, 0) > 0 (2%, 1) = dí 

El punto (z', £) no puede portenecer al conjunto Tr U Da 
dado que lr le y los 
mulo + =-f . Por consiguionte, el punto (2%, £!) debe porto- 
mecer al conjunto Qui Di. Supongamos que pertoneco a Qu. Enton- 
cos, er(2% 190, o (a. 090 y os (0SO, Led 02 Me 
Es decir, Lo(a. 0) ==0,(, £) —k(2) Av (al, 19) —Vk(2!) Vo x 
X tel, 1) La (a) vet, 1950, lo que contradice a (15). En el coso 
de que (2%, 1) EDo vete, £J30, oq (2, £)220 y Var (21, (950, 
duek, .... n. Es decir, de muevo Zo(z, 19)>>0. El teoremo queda 
demostrado. 

2. Existencia de la solución generalizada. Pasemos aora a le 
“demostración do la existencia de las soluciones de los problemas (1) — 
(yt; (), 6). Tea! que en el caso hiperblico con eee fin emplea- 
romos ol mátodo de Fourier, 

Sea w(«) una función propia generalizada del primer problema 
de contorno 




















div (e(o) Vo)av=kw ED. (16) 
vlp=0 
o del tercero (segundo, cuando y == 0) prolilema de contorno 
div (k (2) VO) av =2%, 260, 
(Erocr0)|,, 0 «n 
es el valor propio correspondiente). Esto significa que en el pri- 
mer problema de contorno v pertenece a /Í1 (Q) y satisface la identidad 
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integral 
S Uva emdz+a | vndz=0 


«cualquiera que sea y € ÁN lr riel 
problema de contorao » €/A* (D) y satislaco la identidad integral 


Jeremias + [ tomás +2 mdz=0 





cualquiera que sea y E 1*(D). 

Exumlnenes un sema 6 Da; + ortnormal se Lo) y 
compuesta de todas las funciones propias generalizadas del problema 
0) > respesivamente, dl problema (17) JJ. ola suceión 

valores propios correspondientes, la cual consideramos, como 
lemas uo erecto, com La particularidad de que Cada valor po: 
o Interviene en esta sucesión tantas veces cual es su multipli 
Lomo fun mosirado ea el, L cap. 1, isona 6, 0, 
crtonomal on La (0) y An os pa e 
mero, torcoro (cuando « sé O en 0D) y segundo (cuando a. 
FEoblmas de omiso ene qu (9) 200,0 y 0 (990 
Sn 0D), el primor valor propio Ja < Des decir OS dy > dy 
Sia mx 090 0, par l segundo problema de contorno 0'= y > y > 


la función inicial (2) L 
sd rata Le mas (0) 


Con 
1) (D¡) casi todo 1 E (0, Desarrol la función 
ai EE Suda as equ ea valoro de 20, Dima 


ac ts 
lizadas del consic blema (1) (3) 
ind ci O dai 0 000 











el Y ON 
ES 8) 
15 0=2 400) 
donde 
alo, 


rticnla 1d de que las funcio fa (£) pertene 
a alada ara O Pam 





E 
(0,2), 





A ot=toltco (0 
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y Para casi todo 1E(0, 7) 
> ñ0=| Pe ide, 


de donde 
E Aiodt | Pz, Ddzdt. (20) 
Examínemos, para cualquier k =1,2, ...., la función 

D, A! OS e) 
que pertenece a A! (0, 7) y satisface casi siempro en (0, 7) la ecuación 
— dan la 2) 

y la condición (4* (0, 7) < C (10, TI) 
UA 0) — ue ez) 


Es fácil (igual que en el caso Riperbólico) comprobar que la función 
mí 9-00) 
es la solución generalizada del primero (si va (x) es función propia 
del problema (40) ode Vercero fegundo) al a (2) as función Propla 
¿del problema (17)) probloma mixto para la ecuación 
div Y) + (00 (a) 


con la condición inicial 
Melina Gas (2). 








en calidad de función Inicial en (2) y on el 
la ocuación (1) tomamos las sumas parciales do 


las serles (18) 3 nta (2) y E fu (0) va (2), la solución generaliza- 


de del problema (1)—(3), o, Tespectivamente, del (1), (2), (4) será 
la funel 


Sri )= 3 UNION 


Ajo 20007 
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a particular, para el primer problema mixto Sy (2, ) satisface la 
igonidad integral 
[ (ESxo+i0Sy-Vo+aS 0) drdt= 


dr 


x x 
=| name mi+f S Mio (vz, Ddzrdt, (23) 
a ps 

cualquiera que sea v de HI! (Q4) que satisfaga las condiciones (9) y 
fs = el caso del tercero (sogundo) problema mixto, la identidad 
integral 


Í (Sot Sa DoS) dd hos yvdS dem 
. 


ñ » 
=|Janiava Dz+ Y Mi0niovtz hdrd (23) 


a a 


para toda v do 1% (05) que satisfaga la condición (9). 


Mostromos que la Solución generalizada del problema (1)—(3) o 
del problema (1), (2), (4) so prefija mediante la serio 


ms 3 UATINOS 29 


dondo, para el problema (1)—(3). va (2), 4, 2, . - serán los 
funciones propias del probloma (16), mientras que para ol probleroa 
Cn ON da (2), k =1,2, ... .során las funciones propias del pro- 
ema (17). 
Tuomexa 3. St f € La (07) y a E La (D), cualquiera de los proble- 
mas miso, (0.091 0) NO ose la solución oneralitada 


Es lución la serie (24) convergente en H'. 2: 
Da es eno Lagar a O 
Wells E 0 9 lio, +1 do (25) 


donde la constante C > 0 no depende de lA 
"Do Ta fra (2) Huye que para todo 4 €, 71 


A A 
a 


Ml Meso, 


1 
A mr > 


y 
10,(01<I 914, fillcoo, + 
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donde CV por 6 seudo pta mixto cido 00, 
+n los casos restantes € = 1 VETIL. 
Por oso, para todo £ £10, 7) 





VOS + Ellison paa > ti (2) 


UN) <20 +20 lll, m> (28) 
Examinemos la sumo parcial Sy: (z, ) de Ja serio (24). Para todo 


£€JO, TI porieness al espacio HP (Dp) en el primer problema mixto 
o al espacio HI! (D;), en el tercero (segundo) problema mixto, 
"Al Estudíar ol problema (0)—(8), fesulta cómodo Introducir en 


ol espacio 13 (D;) el producto escalar 

¡Penna dz. 
Al estudiar ol problema (1), (2), (4), introduzcamos en el espacio 
Al pacien cs 0 O 

j (Duo + auv) d+ / kouwdS, 





sí (o bien) a qá O en D, o bien a yA 0en AD, y el producto escalar 
. J (ADuVo-+uw) de, 





biompro quo a ms 0 en D y 0 =0en 0D. Puesto que en el caso del 
primero y tercero, para o »% 0, problomas mixtos y on ol del sogundo 
problema_místo para a »4 0, los sistemas de funciones »/Y= y, 
v/ V=F;, . ..., son ortonormados en los productos escalares co- 

10, mientras que en el segundo problema mixto, cuando 
ieda ortonormado el sistoma do funciones 1y/ YT = Ay, 


vel Y ., £ntonces para todo £ E 10, 7] y para cualesquiera 
EAS ALTARES: frena” sl 











US ste, 0—=Sae (2, MMowop=|) 3 Dro tol, < 





Da 


< 3 Utom)s Y Cearaa+ $ o 


pe e 
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en el caso del primer problema mixto y en el del segundo y tercero 
problemas, si (o bien) a 34 0 en D, o bien o (2) 5£ O en dD, 


USy (2 0=Sulz Dilo Y UOH NS 
om 
ñ 1 
< 3 Perra + ALS aa )]s 
on 5 


x 1 
o 2 [Peana+ [04] 

sia =00n D y o aa 000 0D. Es decir, en ambos casos tiene lugar la 

desigualdad 

MSx (2 0—Su te Dll E 


x 1 
<O 3 (Urra +)Aod). (2 
ses ? 


Junto con esta desigualdad, dobido a (26') se verifica también, 
pora todo £E (0, 7] y cualquier N >1, la desigualdad 


USs(e 0) nop [Lan + 3, Us lp) < 
ES 


ap 
<C2 (atan) 104). es 


Integrando respecto de £ E (0, 7) las desigualdados (27) y (28), 0b= 
tenomos 





x 1 
[Sx—S elit, LOs ROd), (29) 
ll Mtst9y< 2, (+ (de) ( 


ñ 1 
5x0 <C Y (+5 04). (90) 

En virtud de (20) y (20, la serie con tórmino común gh + 
+ $120 de converge. Por eso, de (29) se desprende que la sorio (24) 
convergo on 409 (Q,), y, por lo tanto, su suma u (£, ) portenoco a 


+ (Qr), y en el caso del primer problema mixto, satisface la con- 
Tímito (3). Pasando al límite para N —» 00 en la identidad (23) 
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(primer problema) y en la (23) (torcero (segundo) problema), resulta 

función u (z, £) satisface la identidad (12) o (13), respectiva 
.. Por consiguiente, u (2, 1) es la solución generalizada, Lo 
desigualdad (25) se deduce de (30), sí pasamos al límite para Y => co 
y hacemos uso de las igualdades (20) y (20'). El teoroma queda de- 
mostrado. 

Ha do notarse que análogaente al caso hiporbólico, la existencia 
de las solucionos generalizadas para los problemas mixtos en cuestión 
puedo sor demostrada con ayuda del método de Galiorkn. 

3. Sunvidad de las soluciones generalizadas de los problemas 
mixtos. Existencia de la solución en e.t.p. y de la solución clásica, 
AAl estudiar la suavidad delas soluciones gencralizadas, nos limitan: 
a la consideración del primero y segundo (en la condición límite 
(5) o m0) problomas mixtos para el caso particular de la ecuación 

4), a sabor, la ocuación de la conducción de calor (en (1) km 1, 
a ma 0), aunque, siendo suficientermento suaves los cocfíciontes y 18 
Tunción a, el uso del misroo método conduce a resultados som 
también ón el caso general, 

Son u(z, 1) la solución goneralizada del primero o del segundo 
problema míxto para la ecuación de la conducción de calor 





























uu m/ (0 
Ur (32) 
y (0 bien) 
ul, =0 (89) 


pora el primer probloma mixto, o bien 


|, 0, 160) 


para ol segundo problema 

Recordemos (véase p. 4, $ 2, cap. IV) que si el contorno 9D dol 
dominio D pertenecs a la clase C” para cierto y >1, entonces las 
funciones propias generalizadas va (7) k = 1, 2 7. «3 del primero 
y sogundo problemas de contorno para el operador de Laplace porto- 
econ a los espacios MÍ (D) y 1T.y- (D), respectivamento, o s0a, per- 
tenecen a A” (D) y satisfacen en 9D para el primer problema de con- 
torno las condiciones límites 














lis mb ¡il Bio 
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y en ol segundo probloma de contorno, cuando r >, a las condicio- 
des límites 
Les Al 


El,=- valo=0, E=4, 9, 





para rl (0) 0) =D), 

Designemos mediante A *(Q,), para 1>1 entero, un subespacio 
del espacio H%1(0,) (véase p. 2, $7, cup. JU) compuesto de todas 
las funciones f de M%-"(Qp) para los cuales 


Hip = ++-=8/fo, 0; 


por Hi'(Qr) para 1==0, entenderemos ol espacio Ls(Qr): 
Mg (Or) == 1%" (O) = La (Qu). 

Mediante 1%! (0), para 15 L entero, designemos un subespacio 
dol espacio H%*(Q,) compuesto de todas las funciones / de 
11%(Q5) para los cuales 


a 2 
El, 








A lr 05 





por M35*(05), pora 1=0, entenderemos el espacio La(Qr): 
HR (Or) = La (Om). 

“rjaoo lugar la siguiente afirmación. 

TEONKMA 4. Supongamos que para clerto >1 DEC" y, en el 


caso del primer problema mizto (31)—(83). 9€Hi"*(D), 16 
EME V+0-0(Q7), mientras pe el caso del segundo problema. 
mixto (34), (32), (34) pH (D), 1 MG (Qs). Entonces, 
la solución generalizada A £) de cada uno de estos problemas 
pertenece al espacio H%*(Q;) y-la serie (24) converge hacia está 
Solución en H%*(Q,). Con ello, tiene lugar la siguiente desigualdad 


Vi lira, 299 SC (19 ago E esc, > 0,9) (85) 

Horda la constante positiva C no depende de q y f. 
Soñalemos que los requisitos del teorema Á exigen, además de 
la suavidad de las funciones dadas, el cumplimiento de los siguientes 


condiciones 
elop-- Ag hop =0 
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Hey => =8 7 ]r,=0 
para cl primer problema mixto y las condiciones 


=L.- HArplso=0 





Al, 0,0 


a el segundo problema om 

lesjpara que sean válidas las afirmaciones del teorema 4 sobro 
«convergencia de la sorío (24) en 17%** (Q) hacía la solución genera 
zado del problema mixto correspondiente. No obstanto, si sólo 
interesa la suavidad de Ja solución generalizada (y no la convergencia 
hacia ella de la serie de Fourior), entonces, igual que en el caso de las 
ecuaciones hiperbólicas (vénso el teorema 3”, p. 4, $ 2, exp. V), estas 
condiciones puedon ser considerablemento dobilitadas; como on el 
caro mencionado, pueden ser sustituidas por las condiciones de con- 
<ordancia en 2D, de las funciones y y / 

PUMOSTRACIÓN DEL. TEONEXA 4. Sogún el loma 2, p. 4, $2, cap. V, 
los funciones /a(), kr=f, 2 ..., dadas por la fórmula (10), por: 
tonecen al espacio H1*(0, 7) (y. por lo tanto, cuando 35>2, al 
espacio C**([0. 7))). Por consiguiente, las funciones Un (Ds ko 
4, 2, <.., que están dadas mediante la fórmula (21) y satisfacen 
gu (0, 7) las seuacionos (2. pertenecen al esputo (0, 7) y, por 
lo tanto, al espacio C**(10, 7)). Entonces. en virtud de las pro: 
iedados' de, las funciones propias c(z). los sumas. porcialos 


Sula.) = 2, Us(0 txta) de la serio (24) pertenecen al espacio 
Ti%*(Qr), y, cuando todo 1€10, 7), al espacio M3(D,) en ol caso 
del primero o bien al espacio A%*(05) y para todo £E10, 7), 
al espacio Hiz(D;). on cl coso del segundo problema mixto. 
Además, cuando p= +5, las funciones 228% pertenecen al 
espacio JIX0=P%9= (Q/), y, para todo £E/J0, 7]. al espacio H(D¡) 
en el caso del primero o bien al espacio 2%.(D/), en el caso dol 
segundo problema mixto. Por ello, de acuerdo con el loma 3, 
pis, 52 cop. IV, y a causa dla ortganalidad en La(0)) delos 


nes. propias la (2), para todo £E10, 7], cunlquier p= . 
y cualesquiera M y Y. 1<M<N, tenemos las siguientes desi- 
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gualdades y 


a A O PS 


| 3 rt, lao) = 








-0 Y lap (A 
pe li Para cl. Elo, TM p=0.. 
li 06 Em) 
en ol caso del primer problema Ea Qu 7% 0) y 
A a 
A Lor lio) +A 0) 5 
(E) ro (y) 


on ol caso del segundo probloma mixto (A, = 0). De este modo, en 
ambos casos para cualesquiera BA p=0.... N>tf 











a +3 mp (2). am 


Integrando la Jus desigualdades (30) respeto de £ (0, 7) y sumando 
p=0, 





1Sn—Salisgp<0, 3, OS lo 69 
Por analogía, de (37) obtenemos 


A 
A 
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A continuación hagamos uso del siguienté loma cuya demostra- 
ción daremos a conocer más abajo. 


usa £. Supongamos que para cierto y>0 ¿DECI en el pri- 
mer problema mízto (31) —(83) gEH3Z*(D), 13: *(Qn), 
mientras que en el caso del segundo problema mizto (34), (32), (34, 
9 EH (D), 16 M5" (07). Entonces, para cualquier p,0<p<g +4, 


E dd E 5 (0) 


donde la constante positiva C no depende de y 

E el cita es le e 4 3 dd cra: 
dades (38) se deduce que la serio (24) convergo en 7%." 
dE, ls auienes espentiztas da Ls pesblec [81 
657 00,62, (69 pertenecen al espacio 19%. (e, incluso, a los 
ospacios 12 * (Qr) o bien 1%” (Qs), respectivamente). Pasando on 
(38) al límite para W — 00, con ayuda de (40) y de las evidentes 
diosígualdades 


IE... 5 toost(R oo, +1, 0, + 
obtenemos la desigualdad (35). El teorema ostá de- 








Puesto que la solución generalizada del probloma 
nociente nl espacio 11% (Qy), es la solución en C.tp, 
eorema 4 so infiere para 5 == Le 

cononamo, Supongamos que 9D £ C*, € Lo (Oo) ye y €) 
(para el primer problema mizto (31) (39) y Y € 1(D) (para el to 
gundo mizto (34), (32), (34). Entonces, la serte (24) converge 
en IA (05) y su suma es la solución en e..p. del problema (3)—(38) 
+, respectivamente, del problema (3), (32), (34). Con ello, se verifica 
da desigualdad 


Weliyoo,, <C (1 No + Mio de 
onde la constante positiva C no depende ni de q nt de 1. 
“Antes de establecer la validez del leia 2, del cul 
ión del teorema 4, domostremos las 
res. 


suma a. St f(x 0)EM (QT, y g(0EL:(0, T), la función 





to, porte 
cos, del 














hicimos uso 
wientes afin 








ha Í 16.DE0d 


ao 
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pertenece a H(D) y para todo a = (2%... da), la 1<r, 
Dina j Dif 0 E (0 de. (1) 


Si en este caso [lr,==0, entonces hlop=0, mientras que st, para 
r>2d£, 0, enincos Ll, m0. 
Advirtamos, ante todo, que del hecho de la pertenoncia de la 


función f al espacio La (Or) so deduce que REL;(D). En electo, 
puesto que /(=.0£(DEZa(0r), según el teorema de Fubini, 


AEL(D) y como, además, 1%(9)< | P(2, 0 della, my enton- 


cos AEL(D). Ñ 
De osto modo, la función h, como también las funciones 


E amó 


portonecen a La (D). Ñ 
Tomemos una función arbitrario 1(2) do C"(D), Ya que os 
ovidento que g()1(2)€A*(07), para todo a, [ajGr 


Jonas ar Dif Ono e (dz dem 


A) lajr, 





(aya Í He 11D) (0 de dt (— 10 í hi2) Din (+) de 





Por consiguionte, la función / tiene derivados generalizados 
laj<r, pertenecientes a La(D), es decir, REM), 
=0, para toda función n()EC(D) y cualquier 





j a AL Dni Mardi 
=- ue 1-02, (2) 5 (1) dz dt =[uemás. 
Por otra parte, puesto que h € A*(D), entonces para y E Ct (D) 


arbitraria 
f a as $ hna, de, 
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“ondo n, (z) son las coordenadas del vector de una norma] exteríor 
30D en el punto z. Por lo tanto, pora cualquier 1 (2) € C* (9D) 


m. 





Ñ hmudS=0, dm... 
lo 


de dondo (compárese con la demostración del lema 4, p. 4, $ 2, 
cap. V) so deduce que hlap=0. 
Si r>2 y S£|, 0. entonces (compáreso con ln demostración 


dol lomo 4, p. 4, $ 2, cop. V) pora toda función 9 EC*(D) 


f Ahead [Ae EN dra 
e 


- | vi. O'Vn(a) E (0 dz dt= — | Vh-Vnd, 


Por otra parte, dado que % € HP (D), pora cuslquier n € C*(D) 
ja a! LE nás— (| vh-9ndz 
lo » 


Por tanto, para cualquier función y € C* (9D) 


[Ends =0, 
es decir, 2,0. El lema está demostrado. 

COROLARIO. Supongamos que la funeión g (1) € La(0, ny la fun- 
ción $ (2,1) pertenece al espacio ÍI5%:"(Qs) o al espacio Hip" (Q1) 
para clerto r3>0. Entonces. la función híx) pertenece al espacio 
HZ (D) o al espacio H3y. (D). respectivamente. En este caso, para 
cualquier a=(%, ...: 2). lal<2r, tiene iugor la fórmula (41). 

ema 4. Sen ODEC?. Si para un cierto g>0 la función (2, 1)€ 
ESB: 9 (07), entonces para todo p, p=0, +=». 9— Ze EMB (O. 
Cuando JEMEA$(ON. pora cualquier p, pud. ..-» q EE 
Er O. 

Cuando q=0 y q=1. las afirmaciones del lema son evidentes. 
Para q=>2, la primera afirmación será consecuencia inmediata do 
la afirmeción establecida en la demostración del lema 4, p. 4, $2, 
cap. Vi sl es que GEM(Os) y Girp=0, entonces Grlr,=0. La 
“segunda afirmación del lema se deduco, evidentemente, de 16 sigulen- 

e 
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tor sl GEMUAO) y Sel, =0, entonces |, 0. Notemos 


ue ella so demuestra de la misma manera que la Afirmación aná 
en el lema dá, p. 4, $2, cap. V. En efecto, puesto que 


==> para toda NEC*(Ó5), nlo,=nlo,=0, tenemos 
Í AG,-ndzdt= ARCE EA 
le 


ES VG,-Vnde dl. 


d 
Por otra parte 


Í AGndzdt= 
Por ollo, 


2 .nds dt— | 96 -Vndz at. 





[vs o 
» 


para conkquler NEC), hos =nbo,=0. Por lo tanto, Fl, 
=0, El loma está demostrado. 

bixa 5. Sea DDEC? y sea, para clerto q20, Hz, 1) € MY "(0,) 
o He 0EBOn. Entonces, para cualquier p, p=0, 





S papos E E AA m0 


= 


donde la constante positiva C no depende de f. 
Conformo al lema 2, p. 4, $ 2, cap. V, para cualquier p, 0 


a por eso 
tae (280) a 
elapor [goma a) neta 


[o e a) arras 
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De acuerdo con el lema 4 la función 24%: pertenece a) espacio 
IgE="+1=2(0,) o, respectivamente, a RSJEP+9=7 (Op); quiero deci, 


que en virtud del corolalario del lema 3, la función [a 


x 2210. de portoneco a 113"? (D) o, respectivamente, a 22777" (D), 
Por lo tanto, 


pateo | (290) 
Aer 
O ES 
eS! Ñ (o: a 
ar [A a) nimrde 


=p JO (y de) artos aja, (43) 











onde la función gp) = [ armo ZLE-O., (a) dz perteneco, en 


> 
virtud del lema 2, p. 4, $ 2, cap. V, al espacio Lu(0, 7). Lo 
Tuación aer 220 € L,(Q4). Por oso, 869 2LED E Lo(D) paro 


casi todo £E(0,7) y para casi todo 1E(0,7) E (ef? (0= 


[ar 2efi,,,. Por consiguen, 


Y lle? lao. m=[]ar>2£ (E. <constilf lion. oyo (49 
2 ley SS 
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Puesto que, en vista del loma 4 y el corolario del loma 3, 
la función | 25 gro as pertenece a HES"P(D) o bien, ros- 
pectivamente, a M3" (D), entonces de (43) tenemos la igualdad 


tapo (20) a 


z Y 
> ¡ ar([ A pr 0 dt) atada | Pa, 


de la cual, en vietud de (44), se deduce directamente (42). El loma 
ostá demostrado. 

PAsmMOR AJORA a, Ommosemación DEL a 2. Dado que la fune 
clón € 40% (Qr) < HI (Op), entonces las funciones Ja (9, £ 

La rienecen a 140, 7) ema 2, 9, ES ae ). Por 
«Mo, de sovordo con (21) y (22) las funciones D, (0) de 
portanacon a, 479% (0, 7). De (22) se deduco que para Se iZ 
<o<q+t 


AS 0 DA E, 1E(0, M. 








Por consiguionto, en virtud de la desigualdad (42) del loma 5, para 
demostrar las desigualdades (40) es suficiente establecer que "1 


¿mm Pero ]JOn lo, const (elenco, +1 Mire 09) (45) 


Maltipliquemos. Un e íntegremos ln igualdad obtenida 
sonpuoto da 107), Hlnde uno de Y con IC (E) olas 





r 1 
FUN | Uat OU, 


de dondo (%, < 0) tenemos la desigualdad 
[dal Mao << ok +14 lc. mo WU llo. 1 


$2 PROBLEMAS MEXTOS. a. 


y, consecuentemente, la desigualdad 
(PU Ma Pi 
HCl llocs, 0) (Da TO Neo, 1) SE Ad Pri 
+El2 Palla. +5 1 8 NO Mao, mo 
De este modo, 
[APO O llo, rd Aa JA PS laca 


, por tanto, la desigualdad (45) so infioro do la ( A 
AAA dl 


AA Pe Geo else 






Demostremos ahora el, teorema de oxistencia, do las soluciones 
clásicas de los problemas (31)—(35) y (31), (82), (34). 

indiguemos que si / € JP? (07), entonces las funciones Ya (e 
kk == 4, 2, - » -, dofínidas por la igualdad (24), pertenecen al espacio 
HP (0, T), y, por consiguiente, tombién al espacio C! (10, 7). 








sioDeCóFF?. on vista del teorema 7. p. 4, $2, cap. 1V, 
las funciones propias va (2) del primero o “segundo” problema de 
sontorno para LI operador. de Laplace en 1D pertenecen al espacio 








MbEY* (p), y, por tanto (tsoroma 3, p. 2, $ 6, cap. 11), también 
al espacio C*(D). Entonces, las sumas parciales Sy de la sorio (24) 
portonecen al espacio C*! (Gp). 

monas. Sea ODECTe, donde De +1>[F]+3 y sen y 
€ HI? (D), 1E ME"*(Qr), para el primer problema mizto (31)— 
(39) y PEH(D), 1EMG (Qu), para el segundo problema 
mato (31), (32), (34). Entonces, la serie (24) converge en C*"(Gy) 
y su suma es la solución clásica del primer problema mizio 
(31) —(39) o, respectivamente, del segundo problema mixto (34), 


415 CAP. YL BCUACIONES PARABOLICAS. 


(32), (34). En este caso 
A 

nstante tiva C no depende de A 

Establezcamos al priootio la sostosiozs Joqueridas de a fux- 


ción, Un (0 y de su derivada Us (0, k =1,2, . . . Dela fórmula (24) 
so tiene 


10,0 I<I0 (+ pl lso no para > 





10, (911 02 14Ci loco o, 7 
stonde €, == 1//7TX, 1 para el primer problema mixto y €, 


para el segundo problema míxto. De (22) se desprende que paro 
lodo rE10. YI E 


ISI ella ole 
+ llo n por dt. 

Por esta rarón, para tado £E10, 7) 
ORO <2 mein om >, un 
VOZ +20, 7 am 
UROSIMA+ Fallo +3 AP, St (48) 





Domostremos la siguiente afirmación auxiliar. 

js e, Sos [0 una función erbiraria de IT! (0, 7) y sen e un 
número arbitrario de 10, 7). Entonces, para todo t € (0, T] se verifica 
la desigualdad 


PON Mao. +2011/" Ub, mo (0) 


(o, Pppisnemos por a el valor medio de la función / en ol intervalo 





ná j 104, 


y examinemos la función 
La (0=10—a, 
continua on (0, 7]. 


42 Pnomentas sexros se 
A 
Puesto que Í fa(£)dt=0, existe un punto £E(0, 7) tal que: 
Ta (t)=0. Por se para cualquier. sel: ny há .e>0 
B0-2 í oros nor] ros 


Por consiguiente, para cualquier £ E10, 71 y todo e,0<e < 7, ter 
memos 





z r 
20-22 0+e<l f Fm 20 | 104+aT)+ 


1 7 
+] Piero] Pa 








1 
+e] ger Te 
r 1 
<+ f Poe] Padre 
do donde se deduco la desigualdad 
Lilflao,m-+ell/ Mon >20?—20 (0 +P (0) 
or Mad 
que colncide con la desigualdad (49). El lema está demostra: 
Exominenos la desigualdad (4) par tal k que || Sun 
designemos con k, el valor mínimo de tod: stos k (recordemos que 


icon Td Fes mndtona no decrecienta. Entonen, e virtud 
dol lema 6, todomos, para todo k >ky 


LA (0212 M/a Mac + py MA Mao, mo 


Introduciendo le última desigualdad en (48), obtenemos paro 
todo £€l0, 7) y k>ka 


00 <IMA + LD Malas. nar on 
<8 (48 +Pa lll. 1 + pq Ml). (60 


En virtud del teorema 3, p. 2, $ 6, cap. IIT, lema 3, p. 5, $ 2, 
cap. IV y de las desigualdades (47) y (GO) para todo £ C10, 71 y 


aso GAL. VI ECUACIONES PARADOLICAS 

«cualesquiera M y N, k, < M<N, tenemos 

15—Slna) + lr (SS [y < 
SC (05 9—Solamescop +] (Ss 





lza-10,) 


<a. (|| 3 Da o (ao y + 


e 


+) 3 o0snok, 25 





bes 
" 
SO Y (MPUO+ Ur) 
retos 
SO Y (la mt lo. +24"? 1 flo, m)+ 
pm 
Por consiguiente, 


US —S lla, 
Os 2 (MAPLE PIS lso, +AE Albo, m)+ (6%) 


Por analogía, valiéndonos de (47"), obtenemos todo 
+ € 10, 7] y cualquier N >1 son válidas las desigual 


ñ 
US illz, <CollS o lim=tcm EC (04 +2 MÉS 





ñ 
<C (pl hio mt 2 (PAE Maso md 
y, por lo tanto, los desigualdades 


Sala, <C 0H Alleo + AI 
+12 fallo, + (62) 


Puesto que la función q pertenece al espacio H3**!(D) (on el 
«caso del primer problema mixto) o al espacio H3"*(D) (en el 


.caso del segundo problema mixto), entonces la serio á El pa 
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sonvorgo. Además. del hecho de que la función y pertence al 
espacio H3y"*(D) o bien, respectivamente, a H*"*(D), Sd deduce 
(torema 8, p. 5, $ 2, cap. 1V) que 


AP Scotia e 
Como 1EA3%"*(0r) y 16/15: (Os) para los primero y sogundo 


pls mixto, uepetimenento, entrecis, de scnecdo cua al 
convergen las series 








Mtro y E aro Ata 





Además, dado quo la función / portenece al ospacio Hig=1%1e=1 (Q_) 
o bien, respectivamente, al espacio H3g2"9==!(Q5) y de Ins desi- 
gualdados (42) del lema 5 tonomos 





MAPA Nas, consta nop 6 


Por eso, de las desigualdades (51) 
vergo en CH (Q, sorio porteneco a C* (Or) 
yy Por tanto, as a solución clásica del probloma mixto corespondian- 

.. Do las desigualdades (52)—(54) so deduco que nuestra acotación 
6) un cerros Bl toorela ud damontzado: 


infioro que la serie (24) con- 
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o oe 00 4 rata, 
EAT EAS Eee 
A la br at 





ms unilormemanta respeto 2.4 € (, 7) Ma 





20, 0<1 <T) de una manera” tal que la función obtenida portenezca 
EDAZIE Mn 
Supongamos que la función u (e, 9) porteneco a (3 (£ > 0) y enel somie 





ESAS lucida de una nación cia ducción de 
4 dede. .que eres una lución 4 (0) 40 quo conlquiera que see 
So, de fame lo, 9 A 10) (par 4 5) nlormemento a 
PEEL iO Dime que la lncón 4d) es amén 
Supóngase que la función q (2) pertenecs a € (A) y que para Udo = € 


EM saco la desgonidd | 7 () 1 ECT, dondo Cy a son cletscos- 
tantos posiivas. Dumuéiro que enla dando (2 E, 0 <<) ento 





sn CAP. VI. ECUACIONES PARABOLICAS 


lo solución u (s, 0 dol problema de Cauchy 
Bud, HER OSI, 
“e << ú 
Qro. 
sta solución so du modianto la fórmula do Polsson y portenoco n la claso 
de unicidad y. 


da función 12 sa conc ler e 
cata lunclón y fr) $ E LA) y satiatco la condición: para cuslquer « > 0 





Ivi I<Ce IE para todo 2€ Rm, a 
pi A 
dee ) existo la o ¿y ir cti med 

e 
ai 
de que ena solución pertenecido =k; dado 
4 Sapángus qu 1 tución (m3 €C (R, cualquier e > 0 existe 
ra comal 0 20 € (e) > 0 ll, que px 
ne ca e 6 
a en 1 
Me e 
Dg pit nd 8 su ol 44 0 
Sd ei 














+ f «(DR A(2). cuan 
reli 


dnllrmemente uegaio de £ (1 21 <-N) (o 61. Sra dela atra asiaio 
5%, Toilomemenlo - ra cla 
ESO Mm ata, 9 2 (0, mendo 4 (o) uña función admtes 


$. Sou fs, una solución (petanscinna de Cauchy 3, 
donde (O IAN yen 200 A in ar 


cualquier puato x € A Mi Us, 0 4 


£. Mubstreso que la lución u (2, 1) del grobloma de Cauchy (0), donde 
AS ra onclón amali Jopoclo deL, 1) en el eomlspacio 


on ada dio ree ml 
u—du=0, ln DE0r=(0X0.7). 
sl=o o 

tip =0 


B 














os cl ode sra 40.0 
ES: 
O 


ra Ta, 
E 1220008 Ro 
ti e PR 





ace a Ox la Scarclón Namopines 


LITERATURA ADICIONAL PARA FL CAP VE sn 
condición inicial homogénea (a | yy == 0, Da esla base inferior del cilindro Qp). 
Demuéstreso que en este caso u EC=(0-UD,). Demuéstreso también que 
pra cunlquir punto (a ) del cilindro (07 X (0 7)), donde 0" E Da, p= 
al LISO, 


EA 








Pot + 
A 0 e une estat 
positiva Copendiente sólo del vector a y del mero 7. 

40, Supóngaso quelo función q € (Ia) Y Dj, == 4,2, .., sauna sucosión 
de dominios dl espacio Ay, D/G Doy 8,02 0, Dg My Dos 
sos por uy (z. 1) la solución de la ccuación uy — Qu=0 en D/ X (O, T) 
<ontinun X 10, 71) y que satisface la condición inicial 4, oy == 9. 
Supóngae que Yu do xo, 1 < €: donde la constamo posltiva € no depor 


de de :. Entouces, uniformemente respecto de Le yd Dx p TI, donde D 
ia de Cauca a E 
Esndiucción de calor on aña función 
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¿Miro sita lios sovíticos traducidos al español, inglés, 
francia rabo y otros idiomas extranjeros. Entro ellos figuran Jas 
mejores obras de las distintas ramas de la ciencia y la técni 
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ECUACIONES DE LA FÍSICA MITEMÁTICA 


DB GODUNOY $, 


Este libro, escrito por Serguei Godunov, Doctor en Ciencias 
Fisicomatemáticas, contiene el curso completo de conferencias 
dictadas por él en las universidades de Moscú y Novosibirsk. 

La original selección del material.se debe a que el antor durante 
muchos años estuvo dedicado al estudio de la. aplicación de las 
ecuaciones diferenciales a la mecánica del medio continuo. Ha 
elaborado diforentes métodos numéricos destinados a resolver estas 
ecuaciones. 

El autor recopiló un material que ha Megado a ser clásico para 
los especialistas, aunque no se encuentra con frecuencia en los li- 
bros de texto ni en las monografías accesibles a un amplio círculo: 
de lectores. 

Esto texto presentu interés tanto para los que estudian el curso 
de ecuaciones de la física matemática, como para los que se especia- 
lizan en la rama de la aplicaciónede los métodos numéricos en la 
resolución de estas ecuaciones. 


CURSO DE ÁLGEBRA SUPERIOR 


DE KUNOSH A. 


El profesor Alejandro Kurosh fuo doctor an Ciencias Pisicoma- 
temáticas, catedrático, joto de la Cátedra de Algotra Supertor do 
la Universidad de Moscú. Sus trabajos de investigación ou la rama 
el álgabra suporior representan una aportación considarable n la 
matemática moderna, 

Kurosh es autor de una serio de libros corso £Teoría do los gru 
pos», sLacciones de álgebra soportor», ste. Casi todos los trabajos 
publicados por el profesor Kutosh ostán traducidos a otros idio- 
mas. En ost libro se expove ol Carso de Álgebra superíor, quo ropto= 
pata una de las disciplinas fundaroentales de la matemática moder- 
a. El curso de álgebra superior consta, en lo primordial, de dos 
parto». Una de allas —el álgubra linenl— está dedicada al ostudio 
de las ecuaciones línoalos, es decir, de las ecusciones del primer 
grado, La sogunda parto —el álgabra de los polinomios— está dedi- 
nda al estudio de la ecuación con una incógnita, pero do grado sur 




















bro se oxpono de una manera clara y a u0 bles 
vado nivel científico. Para ayudar a asimilar suejor los concept 
watomáticos, al final de cada capítulo so dan ejemplos y probler 
00 resoluciones detalladas. 








